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Θέματα μικρών τάξεων 

Ενδεικτικές λύσεις 

 
Πρόβλημα 1 
(α) Να εξετάσετε, αν υπάρχει πραγματικός αριθμός ,x  τέτοιος ώστε οι αριθμοί 

3x   και 2 3x    να είναι και οι δύο ρητοί.  

(β) Να εξετάσετε, αν υπάρχει πραγματικός αριθμός y  τέτοιος ώστε οι αριθμοί 

3y   και 3 3y    να είναι και οι δύο ρητοί. 
 
Λύση  

(α) Έστω 23 , 3x q x p     με ,p q  . Τότε  

 2 23 2 3 3x q x q q        
οπότε αν αντικαταστήσουμε στη δεύτερη παίρνουμε: 

   2 22 3 3 3 3 2 1 3q q p q p q           

Τότε πρέπει 
1

2 1 0
2

q q     . Σε αυτή την περίπτωση 2 1 13
3 3

4 4
p q q     

και 
1

3
2

x    . 

(β) Έστω 33 , 3y q y p     με ,p q  . Τότε  

 3 3 23 3 3 9 3 3y q y q q q         
οπότε αν αντικαταστήσουμε στη δεύτερη παίρνουμε: 

   3 2 2 3

3

2

3 3 9 3 3 3 3 3 2 9

9
3

3 2

q q q p q p q q

q q p

q

           

 
 




 

που είναι άτοπο.  
 
Πρόβλημα 2 
Θεωρούμε τετράγωνο ΑΒΓΔ πλευράς 8 cm το οποίο υποδιαιρούμε με ευθείες 
παράλληλες προς τις πλευρές του σε 64 μικρά τετράγωνα πλευράς 1cm. Χρωματίζουμε 
7 μικρά τετράγωνα μαύρα, ενώ όλα τα υπόλοιπα 57 μικρά τετράγωνα είναι λευκά.  
Υποθέτουμε ότι υπάρχει θετικός ακέραιος k  τέτοιος ώστε ανεξάρτητα από τη θέση 

των 7 μαύρων μικρών τετραγώνων, υπάρχει ορθογώνιο εμβαδού k 2cm  με πλευρές 
παράλληλες στις πλευρές του ΑΒΓΔ και με όλα τα μικρά  τετράγωνα από τα οποία 
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Σημείωση: Για το πρώτο κομμάτι της άσκησης μπορούμε να θεωρήσουμε τις 8 
γραμμές ή τις 8 στήλες του πίνακα και να κάνουμε το επιχείρημα όπως στην παραπάνω 
λύση με την αρχή του Περιστερώνα.  

Πρόβλημα 3  
  Θεωρούμε τους θετικούς ακεραίους  τέτοιους ώστε ο αριθμός  

 
2( ) 4a b a

ab

 
 

να είναι ακέραιος. Να αποδείξετε ότι αν ο  είναι περιττός, τότε ο  είναι τέλειο 
τετράγωνο.  
 
Λύση 

Έστω 
2( ) 4a b a

ab
 

  . Η τελευταία γράφεται ως  

 2( ) 4 (1)a b a ab     

Θα δείξουμε ότι ο a  είναι περιττός. (2)  Πράγματι, αν 2 | a , τότε θα πρέπει 
22 | ( )a b , τότε θα πρέπει και ο b να είναι άρτιος, άτοπο.  

Θεωρούμε τώρα την (1) σαν δευτεροβάθμια εξίσωση ως προς b , στη μορφή: 

 2 2(2 ) 4 0b b a a a       
Για να έχει αυτή ακέραιες λύσεις, η διακρίνουσά της θα πρέπει να είναι τέλειο 

τετράγωνο. Έχουμε ότι 2 2 2 2( 2) 4( 4 ) ( ( 2) 4 16)a a a a a a          . 

Επομένως το γινόμενο των 2, ( 2) 4 16a a a     είναι τέλειο τετράγωνο. Επειδή 

όμως ο a  είναι περιττός  είναι πρώτοι μεταξύ τους, οπότε ο καθένας τους θα πρέπει να 
είναι τέλειο τετράγωνο, άρα ο a  είναι τέλειο τετράγωνο. 
 

2ος τρόπος:  

Έστω ( , )d a b  και γράφουμε ,a dx b dy   , με ( , ) 1x y  . Παρατηρούμε ότι επειδή 

|d b  και ο  είναι περιττός, θα πρέπει d  περιττός. Τότε ο αριθμός  

2 2 2 2

2

( ) 4 ( ) 4 ( ) 4a b a d x y dx d x y x

ab dxyd xy

     
   

είναι ακέραιος. Άρα 2 2| ( ) 4 |x d x y x x dy    και επειδή ( , ) 1x y  , πρέπει |x d . 

Επίσης, 2| ( ) 4 | 4d d x y x d x    και αφού d  περιττός, |d x  . Από τις δύο αυτές 

σχέσεις έχουμε d x , άρα 2a d .   

 
 
Πρόβλημα 4  
Δίνεται τρίγωνο   με   εγγεγραμμένο σε κύκλο c  με κέντρο  
O   και ακτίνα R . Ονομάζουμε    το αντιδιαμετρικό της κορυφής  . Δίνεται επίσης 
ο κύκλος 1c   του οποίου το κέντρο    βρίσκεται επάνω στο τμήμα   και περνάει 

από τα σημεία   και  . Αν ο κύκλος 1c τέμνει την   στο σημείο  , να αποδείξετε 

,a b

b a

b
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