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((αα))  ΝΝαα  γγρράάψψεεττεε  ττηηνν  ππααρράάσστταασσηη  4 4kΑ = + ,,  όόπποουυ  k   θθεεττιικκόόςς  αακκέέρρααιιοοςς,,  ωωςς  γγιιννόόμμεεννοο  
δδύύοο  ππααρρααγγόόννττωωνν  πποουυ  οο  κκααθθέέννααςς  ττοουυςς  νναα  εείίννααιι  άάθθρροοιισσμμαα  δδύύοο  ττεεττρρααγγώώννωωνν    αακκεερρααίίωωνν  
ααρριιθθμμώώνν..  
((ββ))  ΝΝαα  ααππλλοοπποοιιήήσσεεττεε  ττηηνν  ππααρράάσστταασσηη  
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            κκααιι  νναα  ττηη  γγρράάψψεεττεε  ωωςς  άάθθρροοιισσμμαα  ττεεττρρααγγώώννωωνν  δδύύοο  δδιιααδδοοχχιικκώώνν  θθεεττιικκώώνν  αακκέέρρααιιωωνν..  
       

      Λύση 
      (α) Έχουμε 
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            ((ββ))  ΠΠοολλλλααππλλαασσιιάάζζοουυμμεε  κκααιι  ττοουυςς  δδύύοο  όόρροουυςς  ττοουυ  κκλλάάσσμμααττοοςς  εεππίί  ( )42
n

,,  οοππόόττεε  
έέχχοουυμμεε::    
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ΠΠααρρααττήήρρηησσηη..  ΓΓιιαα  ττοο  εερρώώττηημμαα  ((ββ))  μμπποορροούύμμεε  νναα  χχρρηησσιιμμοοπποοιιήήσσοουυμμεε  κκααιι  ττηηνν  
ππααρρααγγοοννττοοπποοίίηησσηη 
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Για την απλοποίηση του κλάσματος εργαζόμαστε όπως προηγουμένως. 
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Δίνεται οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ , με ΑΒ < ΑΓ . Έστω Μ  
το μέσο της πλευράς ΒΓ . Στην πλευρά ΑΒ  θεωρούμε 
σημείο Δ  τέτοιο ώστε, αν το ευθύγραμμο τμήμα ΓΔ  
τέμνει τη διάμεσο ΑΜ  στο σημείο Ε , τότε  ισχύει ότι 
ΑΔ = ΔΕ .  Να αποδείξετε ότι ΑΒ = ΓΕ .       

       
Λύση (1ος τρόπος) 
Προεκτείνουμε τη διάμεσο ΑΜ κατά τμήμα ΜΘ = ΑΜ . Επειδή οι διαγώνιες του 
τετραπλεύρου ΑΒΘΓ  διχοτομούνται το τετράπλευρο αυτό  είναι παραλληλόγραμμο.       

 
Σχήμα 1 

 
Άρα είναι ΑΒ ΓΘ  και 1 1

ˆ ˆΑ = Θ , (εντός εναλλάξ γωνίες). Όμως από την ισότητα 

ΑΔ = ΔΕ  της υπόθεσης έπεται ότι 1 1
ˆ ˆΑ = Ε  και επιπλέον 1 2

ˆ ˆΕ = Ε , ως κατά κορυφή. 

Άρα είναι και 1 2
ˆ ˆΘ = Ε , οπότε το τρίγωνο ΕΓΘ είναι ισοσκελές με ΓΕ = ΓΘ . Όμως 

από το παραλληλόγραμμο ΑΒΘΓ έχουμε ότι ΑΒ = ΓΘ , οπότε από τις δύο τελευταίες 
ισότητες προκύπτει το ζητούμενο ΑΒ = ΓΕ . 
 
      2ος τρόπος 
      Από το μέσο Μ της πλευράς ΒΓ φέρουμε ευθεία δ  παράλληλη προς την πλευρά 
ΑΒ, άρα και προς την πλευρά ΒΔ του τριγώνου ΒΓΔ,  η οποία τέμνει το ευθύγραμμο 
τμήμα ΓΔ, έστω στο σημείο Ζ.  Τότε το Ζ θα είναι το μέσο της πλευράς ΓΔ, δηλαδή       
                                                              ΓΖ = ΖΔ                                           (1) 
και επιπλέον ισχύει ότι  
                                                             2ΒΔ = ⋅ΜΖ .                                     (2) 
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Σχήμα 2 

      Επίσης έχουμε 1 1
ˆ ˆΑ =Μ , (εντός εναλλάξ γωνίες). Όμως από την ισότητα 

ΑΔ = ΔΕ  της υπόθεσης έπεται ότι 1 1
ˆ ˆΑ = Ε  και επιπλέον 1 2

ˆ ˆΕ = Ε , ως κατά κορυφή.      

      Άρα είναι και 1 2
ˆ ˆΜ = Ε , οπότε το τρίγωνο ΕΜΖ είναι ισοσκελές με  

                                                               ΖΜ = ΕΖ .                                       (3) 
      Από τις παραπάνω ισότητες έχουμε: 

(λόγω της (1))
2 (λόγω της (3))

. (λόγω της υπόθεσης και της (2))

ΓΕ = ΓΖ+ ΖΕ
= ΔΖ+ ΖΕ
= ΔΕ+ ⋅ΖΜ
= ΑΔ + ΔΒ = ΑΒ

 

 
            ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    33    
            ΈΈσσττωω  3 210 10 10abcd a b c dΑ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ +   ττεεττρρααψψήήφφιιοοςς  θθεεττιικκόόςς  αακκέέρρααιιοοςς  μμεε  
ψψηηφφίίαα  ττέέττοοιιαα  ώώσσττεε  νναα  ιισσχχύύοουυνν::  7 και 0a a b c d≥ > > > > ..  ΘΘεεωωρροούύμμεε  κκααιι  ττοονν  θθεεττιικκόό  
αακκέέρρααιιοο  3 210 10 10dcba d c b aΒ = = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ,,  πποουυ  ππρροοκκύύππττεειι  ααππόό  ττοονν  ΑΑ  μμεε  
ααννττίίσσττρροοφφηη  γγρρααφφήή  ττωωνν  ψψηηφφίίωωνν  ττοουυ..  ΑΑνν  δδίίννεεττααιι  όόττιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   έέχχεειι  όόλλαα  τταα  
ψψηηφφίίαα  ττοουυ  ππεερριιττττοούύςς  αακκέέρρααιιοουυςς,,  νναα  ππρροοσσδδιιοορρίίσσεεττεε  όόλλεεςς  ττιιςς  δδυυννααττέέςς  ττιιμμέέςς  ττοουυ  ααρριιθθμμοούύ  
Α ..  
  
            ΛΛύύσσηη  
            ΈΈχχοουυμμεε  όόττιι::  

( ) ( ) ( ) ( )3 2B 10 10 10a d b c b c a dΑ+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + + ..  
            ΑΑππόό  ττηηνν  υυππόόθθεεσσηη,,  όόλλαα  τταα  ψψηηφφίίαα  ττοουυ  αακκέέρρααιιοουυ  Α+Β   εείίννααιι  ππεερριιττττοοίί  αακκέέρρααιιοοιι..  
ΌΌμμωωςς  γγιιαα  ττηηνν  εεύύρρεεσσηη  ττωωνν  ψψηηφφίίωωνν  ττοουυ  αακκεερρααίίοουυΑ+Β   ππρρέέππεειι  νναα  ξξέέρροουυμμεε  αανν  οοιι  
αακκέέρρααιιοοιι  a d+   κκααιι  b c+   εείίννααιι  μμιικκρρόόττεερροοιι  ττοουυ  1100..  ΈΈττσσιι  δδιιαακκρρίίννοουυμμεε  ττιιςς  ππεερριιππττώώσσεειιςς::  
((αα))  ΈΈσσττωω  10a d+ ≥   κκααιι  10b c+ ≥ ..  ΤΤόόττεε,,  εεππεειιδδήή  0a b c d> > > > ,,    θθαα  έέχχοουυμμεε::  

10 , 0,1,2,...,5a d k k+ = + = ,,  
10 , 0,1,2,...,5b c+ = + = ..  

ΈΈττσσιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   γγρράάφφεεττααιι  σσττηη  μμοορρφφήή  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
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k k

k k

Α+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +

= + + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +
  

δδηηλλααδδήή  έέχχεειι    ψψηηφφίίαα  1, 1, 1, 1,k k+ + + ,,  τταα  οοπποοίίαα  ππρρέέππεειι  νναα  εείίννααιι  ππεερριιττττοοίί  αακκέέρρααιιοοιι,,  
πποουυ  εείίννααιι  άάττοοπποο,,  λλόόγγωω  ττηηςς  ύύππααρρξξηηςς  ττωωνν  δδιιααδδοοχχιικκώώνν  αακκέέρρααιιωωνν    k   κκααιι  1k + ..  
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((ββ))  ΈΈσσττωω  10a d+ ≥   κκααιι  10b c+ < ..  ΤΤόόττεε,,  εεππεειιδδήή  0a b c d> > > > ,,  θθαα  έέχχοουυμμεε::  
10 , 0,1,2,...,5a d k k+ = + =   κκααιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   γγρράάφφεεττααιι  

                                
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2

4 3 2

B 10 10 10 10 10

10 10 10 1 10 ,

k b c b c k

k b c b c k

Α+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +

= + ⋅ + + ⋅ + + + ⋅ +
  

οοππόόττεε  έέχχοουυμμεε  ττιιςς  ππεερριιππττώώσσεειιςς::  
••  ΑΑνν  9b c+ = ,,  ττόόττεε  οο  Α+Β   έέχχεειι  ψψηηφφίίοο  δδεεκκάάδδωωνν  ττοο  00,,  πποουυ  εείίννααιι  άάρρττιιοοςς,,  άάττοοπποο..  
••  ΑΑνν  9b c+ < ,,  ττόόττεε  οο  Α+Β   έέχχεειι  ψψηηφφίίαα  ττοουυςς  αακκέέρρααιιοουυςς  b c+   κκααιι  1b c+ +   πποουυ  

δδεενν  εείίννααιι  δδυυννααττόόνν  νναα  εείίννααιι  κκααιι  οοιι  δδύύοο  ππεερριιττττοοίί..  
((γγ))  ΈΈσσττωω  10a d+ <   κκααιι  10b c+ ≥ ..  ΤΤόόττεε,,  εεππεειιδδήή  0a b c d> > > > ,,    θθαα  έέχχοουυμμεε::  

10 , 0,1,2,...,5b c+ = + =   κκααιι  οο  ααρριιθθμμόόςς  Α+Β   γγρράάφφεεττααιι  

                                
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 2

3 2

B 10 10 10 10 10

1 10 1 10 10 ,

a d a d

a d a d

Α+ = + ⋅ + + ⋅ + + ⋅ + +

= + + ⋅ + + ⋅ + ⋅ + +
  

οοππόόττεε  οοιι  αακκέέρρααιιοοιι    κκααιι  1+   εείίννααιι  ψψηηφφίίαα  ττοουυ  Α+Β ,,  άάττοοπποο..  
((δδ))  ΈΈσσττωω  10a d+ <   κκααιι  10b c+ < ..  ΤΤόόττεε  τταα  ψψηηφφίίαα  ττοουυ  ααρριιθθμμοούύ  Α+Β   εείίννααιι  οοιι  
αακκέέρρααιιοοιι  a d+   κκααιι  b c+ ,,  οοιι  οοπποοίίοοιι  ππρρέέππεειι  νναα  εείίννααιι  ππεερριιττττοοίί..  ΛΛόόγγωω  ττωωνν  ππεερριιοορριισσμμώώνν    

0a b c d> > > >   κκααιι  7a ≥ ,,  έέππεεττααιι  όόττιι  9a d+ =   κκααιι  εεππίίσσηηςς  5 2, 6 3c b≥ ≥ ≥ ≥ ,,  
οοππόόττεε  10 5b c> + ≥ ,,  δδηηλλααδδήή  { }5,7,9b c+ ∈   ΕΕπποομμέέννωωςς,,  έέχχοουυμμεε  ττιιςς  ππααρραακκάάττωω  
ππεερριιππττώώσσεειιςς::  

••  9 με 8, 1 και 9 με 7, 2 ή 6, 3 ή 5, 4a d a d b c b c b c b c+ = = = + = = = = = = =   
ΕΕπποομμέέννωωςς,,  ππρροοκκύύππττοουυνν  οοιι  ααρριιθθμμοοίί::  Α = 8721 ,,  Α = 8631 ,, Α = 8541 . 

• 9 με 7, 2 και 9 με 6, 3 ή 5, 4.a d a d b c b c b c+ = = = + = = = = =  
            ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττοουυνν  οοιι  ααρριιθθμμοοίί::  6Α = 7 32 ,,  Α = 7542  
••  9 με 8, 1 και 7 με 5, 2 ή 4, 3.a d a d b c b c b c+ = = = + = = = = =   

ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττοουυνν  οοιι  ααρριιθθμμοοίί::  Α = 8521   ,,    Α = 8431 ..  
••  9 με 7, 2 και 7 με 4, 3.a d a d b c b c+ = = = + = = =     
            ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη  ααυυττήή  ππρροοκκύύππττεειι  οο  ααρριιθθμμόόςς::  Α = 7432 ..    
••  9 με 8, 1 και 5 με 3, 2a d a d b c b c+ = = = + = = = ..    

ΣΣττηη  ππεερρίίππττωωσσηη    ααυυττήή  ππρροοκκύύππττεειι  οο  ααρριιθθμμόόςς::  Α = 8321 ..  
  
            ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑ    44  
      Να βρείτε όλες τις τριάδες ( ), ,x y z  θετικών ακέραιων αριθμών που είναι λύσεις 
της εξίσωσης: 

1 2 4 1
x y z
+ − =  

 
      Λύση 
      Αν είναι 3x ≥  και 3y ≥ , τότε θα έχουμε: 

                                            1 2 4 1 2 4 41 1
3 3x y z z z

+ − ≤ + − = − < , 

οπότε η εξίσωση δεν επαληθεύεται. Επομένως θα είναι: 2 ή 2x y≤ ≤ , οπότε πρέπει 
να ισχύει ένα από τα επόμενα: 1 ή 2 ή 1 ή 2x x y y= = = = . 
      Στη συνέχεια διακρίνουμε τις περιπτώσεις:  
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• Για 1x = η εξίσωση γίνεται: 2 4 0 2 , 2 ,z y y k z k
y z
− = ⇔ = ⇔ = =  όπου k  

θετικός ακέραιος, οπότε έχουμε τις λύσεις ( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k k= ∈  θετικός. 
• Για 2x =  η εξίσωση γίνεται:                             

         ( )4 8 322 4 1 2 8 4 324 .
2 2 8 8 8

zz zy y y
y z y z z z z

+ −+
− = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = −

+ + +
     

      Επειδή ο y πρέπει να είναι θετικός ακέραιος, έπεται ότι ο 8z +  πρέπει να 
είναι θετικός διαιρέτης του 32 και μεγαλύτερος του 8. Άρα οι δυνατές τιμές του 

8z +  είναι 16 ή 32, οπότε 8 ή 24.z z= =  Για 8z =  λαμβάνουμε 2y = , ενώ για 
24z =  λαμβάνουμε 3y = . Άρα στην περίπτωση αυτή έχουμε τις λύσεις 
                               ( ) ( ) ( ) ( ), , 2, 2,8 ή , , 2, 3, 24x y z x y z= = . 

• Για 1y =  η εξίσωση γίνεται: 1 4 4 1 4 41 4 .
1 1

x xz
x z z x x x

+
− = − ⇔ = ⇔ = = −

+ +
 

Επειδή πρέπει ο z  να είναι θετικός  ακέραιος, πρέπει ο 1 x+  να είναι θετικός 
διαιρέτης του 4 και μεγαλύτερος του 1, δηλαδή πρέπει 1 2 ή 1 4x x+ = + =  

1 3x ή x⇔ = =  Για 1x =  λαμβάνουμε 2,z =  ενώ για 3x =  λαμβάνουμε 
3z = . Άρα στην περίπτωση αυτή έχουμε τις λύσεις 

                               ( ) ( ) ( ) ( ), , 1,1, 2 ή , , 3, 1,3x y z x y z= = . 

• Για 2y =  η εξίσωση γίνεται: 1 4 0 4 , 4 ,z x x z
x z
− = ⇔ = ⇔ = =  όπου  

θετικός ακέραιος. Άρα, στην περίπτωση αυτή έχουμε τις λύσεις 
( ) ( ), , , 2, 4 ,x y z = όπου  θετικός ακέραιος. 

      Συνολικά, λαμβάνοντας υπόψη και τις επικαλύψεις των λύσεων που βρήκαμε, 
έχουμε τις λύσεις: 

( ) ( ), , 1, , 2 ,x y z k k=  όπου k  θετικός ακέραιος, 

( ) ( ), , , 2, 4 ,x y z = όπου  θετικός ακέραιος, 

( ) ( ) ( ) ( ), , 3,1,3 και , , 2, 3, 24x y z x y z= = . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


