
 
 

  ΕΛΛΗΝΙΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Πανεπιστημίου (Ελευθερίου Βενιζέλου) 34 

106 79   ΑΘΗΝΑ 
Τηλ. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

e-mail : info@hms.gr, 
 www.hms.gr 

 

GREEK     MATHEMATICAL      SOCIETY 
34, Panepistimiou (Εleftheriou Venizelou) Street 

GR.  106 79 - Athens - HELLAS 
Tel. 3616532 - 3617784 - Fax: 3641025 

e-mail : info@hms.gr, 
www.hms.gr 

 
ΕΠΙΤΡΟΠΗ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 

35η  Ελληνική Μαθηματική Ολυμπιάδα "Ο Αρχιμήδης" 
3 Μαρτίου 2018 

Θέματα μεγάλων τάξεων 

Ενδεικτικές λύσεις 

 
Πρόβλημα 1 

Θεωρούμε την ακολουθία ,  που ορίζεται αναδρομικά από τη σχέση 

3
1 3 ,n n nx x x    με 1

a
x

b
 , όπου ,a b  είναι θετικοί ακέραιοι και ο 3 δεν διαιρεί τον 

ακέραιο b . Αν  για κάποιο θετικό ακέραιο m  ο mx  είναι τέλειο τετράγωνο ρητού 

αριθμού, να αποδείξετε ότι και ο 1x  είναι τέλειo τετράγωνο ρητού αριθμού. 

 
Λύση 
Θα δείξουμε ότι αν ο 1nx   είναι τέλειο τετράγωνο ρητού, τότε και ο nx  είναι τέλειο 

τετράγωνο ρητού, οπότε επαγωγικά θα πάρουμε το ζητούμενο.  
Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι αφού ο 3 δεν διαιρεί τον b , δεν θα διαιρεί κανέναν 
παρονομαστή όρου της ακολουθίας.  

Από την αναδρομική σχέση έχουμε 3
1 13m m mx x x   . Θέτουμε 1m

p
x

q   όπου ο q

δεν διαιρείται με 3 (*) και ( , ) 1p q   . Τότε 

                        
3 2 2 2

3
1 1 3 3

3 (3 )
3m m m

p pq p p q
x x x

q q
 

 
    . 

Αφού ( , ) 1p q  , αυτή είναι η ανάγωγη μορφή του mx  . Πράγματι, οι αριθμοί 
2 2 3(3 ),p p q q  είναι πρώτοι μεταξύ τους, αφού αν ένας πρώτος s   διαιρεί και τους 

δύο, τότε 3| |s q s q  και 2 2| 3s p q  τότε 2| 3s p  . Αφού όμως s δεν διαιρεί τον p  , 

θα έχουμε | 3 3s s   , 3 | q  , άτοπο από την (*). 

Από την εκφώνηση ο mx  είναι τέλειο τετράγωνο ρητού, οπότε θα πρέπει ο αριθμητής 

και ο παρονομαστής να είναι τέλεια τετράγωνα.  
Για να είναι ο παρονομαστής τέλειο τετράγωνο, πρέπει ο q  να είναι τέλειο τετράγωνο, 

έστω 2q a  . Για να είναι ο αριθμητής τέλειο τετράγωνο, έστω 2 2 2(3 )p p q   , 
πρέπει και οι δύο παράγοντες να είναι τέλεια τετράγωνα αφού είναι σχετικά πρώτοι. 

Πράγματι, αν ένας πρώτος t   διαιρεί τον p  και τον 2 23p q  ,   τότε |t q  , που είναι 

άτοπο αφού ( , ) 1p q  . 

 Έτσι 2 2 2 2, 2p b p q c   . Επομένως 
2

1 2m
p b

x
q a

   , άρα ο 1mx   είναι τέλειο 
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Αν τώρα υποθέσουμε ότι τα σημεία , ,    είναι συνευθειακά, το σημείο   θα 

ανήκει στην συμμετροδιάμεσο  . 

Αντίστροφα, αν το   ανήκει στην συμμετροδιάμεσο   τότε τα σημεία , ,    

είναι συνευθειακά. 

Πρόβλημα 3 
(α) Δίνονται οι φυσικοί αριθμοί   με  και διακεκριμένοι πραγματικοί 

αριθμοί . Να βρεθούν όλα τα πολυώνυμα  με πραγματικούς συντελεστές, 

βαθμού το πολύ ,n    για τα οποία ισχύει η ισότητα 

,  (1) 

για κάθε ,i j  με . 
(β) Δίνονται φυσικοί αριθμοί , 2m n   με n m . Να εξετάσετε αν υπάρχει πολυώνυμο 

Q  με πραγματικούς συντελεστές βαθμού n  καθώς και διακεκριμένοι πραγματικοί 

αριθμοί 1, , ma a , τέτοιοι ώστε 

| ( ) ( ) | | |,i j i jQ a Q a a a    

για κάθε ,i j  με . 
 

Λύση 

(α) Θα ασχοληθούμε πρώτα με το ερώτημα (α). Λόγω της συμμετρίας υποθέτουμε ότι 

21 maaa    και για ευκολία θέτουμε 1( ) ( )ii id P a P a   . Τότε λόγω της (1) 

έχουμε: 
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  2 1... |md d  

  

Αυτό σημαίνει ότι οι αριθμοί 1 2 1, ,..., md d d  είναι ομόσημοι. Οπότε έχουμε δύο 

περιπτώσεις.  

1η περίπτωση: Όλοι οι 1 2 1, ,..., md d d   είναι θετικοί. Είναι  Τότε από την (1) έχουμε 

ότι 1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )P a P a a a P a a P a a       .Όμοια 

2 2 3 3( ) ( )P a a P a a   ,…., 1 1( ) ( )m m m mP a a P a a    . Έπεται ότι  

 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a k        (2) 

Αυτό σημαίνει ότι το πολυώνυμο ( ) ( )Q x P x x k    που είναι βαθμού το πολύ n , 

,n m n m

1, , ma a P

| ( ) ( ) | | |i j i jP a P a a a  

1 i j m  
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έχει m n  διακεκριμένες ρίζες (τα 21 maaa   ). Έπεται ότι το ( )Q x είναι το 

μηδενικό πολυώνυμο, οπότε ( )P x x k  , όπου k . 

2η περίπτωση: Όλοι οι 1 2 1, ,..., md d d   είναι αρνητικοί. Τότε από την (1) έχουμε ότι 

1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )P a P a a a P a a P a a        .Επομένως 

 1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a         (3) 

Αυτό σημαίνει ότι το πολυώνυμο ( ) ( )R x P x x     που είναι βαθμού το πολύ n , 

έχει m n  διακεκριμένες ρίζες (τα 21 maaa   ). Έπεται ότι το ( )R x είναι το 

μηδενικό πολυώνυμο, οπότε ( )P x x    , όπου  . 

Επομένως δύο πολυώνυμα, το ( )P x x k  και το ( )P x x     είναι τα μόνα που 

ικανοποιούν τις συνθήκες του προβλήματος.  

2ος τρόπος:  Ας υποθέσουμε ότι 3m   και ότι υπάρχουν 1, , { ,..., }mp q r a a  ώστε να 

ισχύει:  

 ( ) ( ) , ( ) ( )P p P q p q P p P r r p       . 

Με αφαίρεση κατά μέλη των παραπάνω παίρνουμε ότι  

 ( ) ( ) 2P r P q p q r     . (4) 

Όμως από την συνθήκη της εκφώνησης έχουμε ότι ( ) ( )P r P q r q    ή 

( ) ( )P r P q q r   . Στην πρώτη περίπτωση η (4) γίνεται 2 2r p r p   , άτοπο 

αφού οι 1, { ,..., }mp r a a  που είναι διακεκριμένοι. Όμοια, αν  ( ) ( )P r P q q r    τότε 

η (4) δίνει q p , πάλι άτοπο.  

Αυτό σημαίνει ότι είτε 3m  , είτε ότι δεν υπάρχουν τέτοιοι 1, , { ,..., }mp q r a a . 

1η περίπτωση: Αν 3m  , τότε 1n   ή 0n  . Προφανώς η 0n  απορρίπτεται αφού 
κανένα σταθερό πολυώνυμο δεν ικανοποιεί. Η 1n   δίνει ( )P x ax b  , οπότε πρέπει 

 | | | | | | 1i j i ja a b a a b a a a           

οπότε ( ) ,P x x b   ή ( )P x x b   . 

2η περίπτωση: Αν δεν υπάρχουν τέτοιοι 1, , { ,..., }mp q r a a , τότε είτε 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a k       , οπότε οδηγούμαστε στην 1η 

περίπτωση που είδαμε στον 1ο τρόπο, είτε 

1 1 2 2( ) ( ) ... ( )m mP a a P a a P a a        , οπότε οδηγούμαστε στην 2η 

περίπτωση που είδαμε στον 1ο τρόπο. 
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