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ΘΘέέμμαατταα  μμεεγγάάλλωωνν  ττάάξξεεωωνν  
 
      ΠΡΟΒΛΗΜΑ  1 
      Να προσδιορίσετε τις ακέραιες λύσεις της εξίσωσης 

                                               4 26 1 7 2 yx x− + = ⋅ .                                      (1) 
 
      Λύση (1ος τρόπος) 
      Παρατηρούμε ότι για 0  η δεδομένη εξίσωση δεν μπορεί να έχει ακέραιες λύ-
σεις. Ομοίως για 0  η (1) δεν έχει ακέραια λύση  

y <
y =

      Για , 1 η δεδομένη εξίσωση είναι ισοδύναμη με την εξίσωση ,y y∈ ≥

                                                    ( )4 26 1 7 2yx x 0− + − ⋅ =                                  (2) 
η οποία για να έχει ακέραιες λύσεις πρέπει η διακρίνουσα της αντίστοιχης επιλύου-
σας της (2) να είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου, δηλαδή πρέπει 

( ) ( )36 4 1 7 2 32 4 7 2 4 8 7 2y y yΔ = − − ⋅ = + ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅  

να είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου. Επειδή είναι 24 2= , για να είναι ο αριθμός Δ 
τέλειο τετράγωνο ακέραιου πρέπει και αρκεί ο αριθμός 

8 7 2 , 1y yΑ = + ⋅ ≥  
να είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου. Όμως ο αριθμός Α είναι άρτιος, οπότε, αν είναι 
τέλειο τετράγωνο, τότε θα ισχύει ότι        

( )2 28 7 2 2 4 , , 0y κ κ κ κΑ = + ⋅ = = ∈ > . 

                                                                           (3) 2 22 7 2 , , 0y κ κ κ−⇔ + ⋅ = ∈ >
      Η  εξίσωση (3) για 1y =  είναι αδύνατη, ενώ για 2y =  δίνει 3κ = , οπότε είναι 

 και . Έτσι η εξίσωση (2) έχει τις λύσεις 36Α = 212=4 36Δ = ⋅
2 2 26 12 9 ή 3 (απορρίπτεται) 3

2
x x x±

= ⇔ = = − ⇔ =x ± . 

      Για 3 , η εξίσωση (3) δίνει y = 4κ = , οπότε είναι 64Α =  και . 
Έτσι η εξίσωση (2) έχει τις λύσεις 

24 64 16Δ = ⋅ =

2 26 16 11 ή 5
2

x x x2±
= ⇔ = = − , 

από τις οποίες καμία δεν είναι αποδεκτή. 
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      Για , αφού ο ακέραιος 4y ≥  22 7 2y−Β = + ⋅  είναι άρτιος,  η εξίσωση (3) ναι ισο-

2

 οποία είναι αδύνατη. 
αιες λύσεις της εξίσωσης είναι οι:  

 εί
δύναμη με την εξίσωση 

( )222 7 2 2 , , 0 1 7y λ λ λ−+ ⋅ = ∈ > ⇔ + ⋅ 32 2 , , 0,y λ λ λ− = ∈ >  
η

( ) ( ), 3,x y = ± .       Άρα οι ακέρ 2

 για

 
      2ος τρόπος 
      Όπως και στον πρώτο τρόπο παρατηρούμε ότι  0y ≤  η εξίσωση είναι αδύνατη 

      Η δεδομένη εξίσωση γράφεται στη μορφή  
                                        

στους ακέραιους. 

( )( )2 22 1 2 1 7 2yx x x x+ − − − = ⋅ ,                                  (4) 

⎫
⎪
⎬
⎪
⎭

 
      Λύση

ση η εξίσ

( ) ( )

2 2

2 2
1 2

2 1 2 , 2 1 2 ,
2 1 7 2 , 2 1 7 2 ,

a

b

x x a x x
x x b x x

a b y y

κ

λ

κ
λ

κ λ

+ +

+ +

⎧ ⎫ ⎧+ − = ∈ − − = ∈
⎪ ⎪ ⎪⇔ − − = ⋅ ∈ Σ + − = ⋅ ∈ Σ⎨ ⎬ ⎨
⎪ ⎪ ⎪+ = + =⎩ ⎭ ⎩

 ή

 ( )1Σ  

      Για να έχει ακέραια λύ ωση 2 2 1 2ax x+ − =  πρέπει  η διακρίν
a

ουσά της 
 οπο -

να τετράγωνο
      Για ο αριθμός Κ δεν είναι τέλειο τετράγωνο, ενώ για είναι 

η

( ) (1 2 4+ =

πει και αρκ
)4 4 2 2aΔ = + +  να είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου, για το ίο πρέ

εί ο αριθμός 2Κ =  ακέραιου. 
 a

2a+  είναι τέλειο 
0 ή 2a= =  

22 , οπ
 1a =  

K 4= = ότε η εξίσωσ 2 2 3 0x x 2 12 1 2x x+ − = ⇔ + − =  έχει σεις 3x = −  
ή 1

 τις λύ
x = .  

η      Για  εξίσωση δίνει την εξίσωση 3x = −   2 2 1 7 2bx x− − = ⋅   14 7 2b= ⋅  η οποία έχει 
τη λύση , οπότε προ 21b = κύπτει y a b= + =  και για την δεδο ωση η λύση 
( ) (, 3, 2x y = −

μένη εξίσ
)  

 η εξίσωση 2 2 bx x−  δίνει την εξίσωση 2 71 7 2− = ⋅ 2b1x =      Για ⋅  − = η οποία  εί-
ναι αδύνατη. 

ιθμός είναι άρτιος, πρέπει           2 2aΚ = +        Για 3a ≥ , αφού ο αρ
( )2 2 22 2 2 , 1 2 2 ,a am m m m−

+ +Κ = + = ∈ ⇔ + = ∈ , 
αι αδύνατη. 

      Λύση

ση η εξίσ

η οποία είν
 

      Για να έχει ακέραια λύ ωση 2 2 1 2x x

 ( )2Σ  
κ− − =  πρέπει  η διακρίνουσά της 

 οπο( ) (1 2 4κ+ =

πει και αρ
)4 4 2 2κΔ = + +  να είναι τέλειο τετράγωνο ακέραιου, για το ίο πρέ-

κεί ο αριθμός 2 2κΛ =  ακέραιου. 
κ =

+  να τετράγωνο
      Για ο αριθμός Λ δεν είναι τέλειο τετράγωνο, ενώ για είναι 

ση

είναι τέλειο 
 0 ή 2κ =  

22 , ο
 1κ =  

4Λ = = πότε η εξίσω 1 2 2 3 0x x 2 2 1 2x x− − =  ⇔ − − = ύσεις 3x =  
ή 1x = − .  

η

έχει τις 

      Για  εξίσωση

λ

 3x =   2 2 1 7 2x x λ+ − = ⋅  δίνει την εξίσωση 14 7 2λ= ⋅  η οποία έχει 
, οπότε προκ 2ύπτει y κ λ= + =τη λύση 1λ =  και για την δεδομ ση η λύση

( ) ( ), 3, 2x y =  
ένη εξίσω  
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      Για 1  η εξίσωση 2 2xx = − 2 1 7x λ+  δίνει την εξίσωση 2− = ⋅ 7 2λ⋅  − = η οποία  
είναι αδύνατη. 

ιθμός 2 2λΛ = +        Για 3a ≥ , αφού ο αρ είναι άρτιος πρέπει          
( )2 2 22 2 2 , 1 2 2 ,m m m mκ κ −

+ +Λ = + = ∈ ⇔ + = ∈ , 
. 

Α 2 
    ιθμοί

η οποία είναι αδύνατη
 
      ΠΡΟΒΛΗΜ

 καιx y    Αν οι θετικοί πραγματικοί αρ έχουν άθροισμα 2 ,α όπου 0α > , να 

                                               
αποδείξετε ότι: 

( )23 3 2 2 104x y x y α+ ≤ .                                        (1) 
ες τιμές των καιx y        Για ποι αληθεύει η ισότητα;  

      Λ
      Επειδή για τους θετικούς πραγματικούς αριθμούς

 
ύση 

 ,x y   2 ,x y α+ =  δίνεται ότι
0α > , μπορούμε να θέσουμε: 

, ,x t y t tα α α= + = − − ≤ ≤α . 
      Με αντικατάσταση των ,x y  στην (1), προκύπτει ότι, αρκεί να αποδείξουμε την 
ανισότητα 

                                       

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )

23 3 2 2 10

3 22 2 2 2 10

2 22 2 2 2 2 2 10

2

4

4 4

,

t t t t

t t

t t t

t t2 2 4 4 10

α α α α

α α α

α α α α

α α α

⎡ ⎤+ − + + − ≤⎣ ⎦

⇔ − + ≤

⇔ − − + ≤

⇔ − − ≤

 

α

η οποία αληθεύει, αφού λόγω της υπόθεσης tα α− ≤ ≤  για  νέα μεταβλητή έ- t ,  τη
χουμε  

( )( )22 4 42 2 8 1t t 0α α α α− − ≤ ⋅ = . α
      Η ισότητα ισχύει όταν , δηλαδή όταν 0t =  x y α= = . 

      Παρατήρηση 
      Για

 

 2x y α+ =  ισχύει ότι  

                                          
2

2

2
x yxy α+⎛ ⎞≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

      

                                (1) 

 
6

3 3 6

2
x yx y α+⎛ ⎞⇒ ≤ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
                                                               (2) 

όπου η ισότητα ισχύει για x y α= = . 
      Επίσης, για 2x y α+ =  ισχύει ότι   

22 2 22 4x yα α≤ + ≤                                    (3)                                         

( )24 1x y
24 2 4                                   6                              (4) α α⇒ ≤ + ≤

όπου η ισότητα αριστερά ισχύει για x y α= = , ενώ η ισότητα δεξιά ισχύει για 
( ) ( ) ( ), 2 ,0 ή 0, 2x y α α= . 
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      Όμως από τις (2) και (4) δεν μπορεί να προκύψει η ζητούμενη ανισότητα. Επομέ-
νως πρέπει να προσδιορίσουμε τη μέγιστη τιμή της συνάρτησης   

( ( ) () ) (
23 3 2 2, ,

22 2f )x y x y y xyg x y⎤= + =⎦ , x y xy xy x⎡+ = ⎣

υπό τη συνθήκη 2 .x y α+ =  Όμως ( ) η συνάρτηση ( )22 2 2 2,x y x y x y= +  έχει μέγι-

στη τιμή, όταν

g

 η συνάρτηση ( ) ( )2 2y έχει μέγιστη τιμή, δηλαδή,h x y xy x= +  όταν η 
συνάρτηση  

( ) )( ( )( )2 22 2 4 4 ,0 2x x x x x x, 2h x xϕ α − α α α α= = − − + ≤ ≤  

χει μέγιστη τιμή ( ) 42ϕ α α= , όπως εύκολα προκύπτει με χρήση παραγώγων. Από 
εί να προκύψει η ζητούμενη ανισότητα. 

έ
αυτό και την (1) μπορ
 
      ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3 
      Δίνεται τρίγωνο ABC  εγγεγραμμένο σε κύκλο ( ,O R  έστω)  και  I  το έκκεντρό 
του. Οι προεκτάσεις τ ,AI BI  και CI ο περιγεγραμμένο κύκλων 

Οι
 

κύκλοι
τέμνουν τ ο στα ση-

  μ  διάμμεία ,D E  και F   αντίστοιχα. ε ετρο ,ID IE  και IF
λευρές ,

  τέμνουν τις 
BC AC  και AB  στα σημεία ,A A1 2 , 1 2,B B  και ,1 2C C αντίστοιχα.  
δείξτε ότι τα σημεία

π
 1 2,A A , 1 2,B B , 1 2,C C        Να απο είναι ομοκυκλικά. 

      Λύ
 

ση 
      Έστω )C( A  ο κύκλος με κέντρο το 1K  και διάμετρο ID  ( το  του1K   μέσο  ID ), 

)C( ο κύκλος με κέντρο το και  B  2K  διάμετρο IE  ( 2K  το μέσο του IE ) και
  το και διάμετρο

 (  )CC
ο κύκλος με κέντρο  3K    IF  ( 3  μέσοK  του IF ). 

 
                                                             Σχήμα 1 
 

τις γν ς ισότ
                  

      Θεωρούμε ωστέ ητες ευθυγράμμων τμημάτων: 
DCDBDI == , ECEAEI ==  και FBFAFI ==                        (1) 

      Οι κύκλοι και τέμνονται στα σημεία )C( A   )C( C   I  και .  2L
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      Οι γωνίες IL̂D 2  και IL̂F 2  είναι ορθές διότι βαίνουν στις διαμέτρους  DI  και FI  
των κύκλων (  και (  οπότε τα σημεία   είναι συνευθειακά. )CA )CC F,L,D 2

      Σε συνδυασμό με τις ισότητες (1) καταλήγουμε ότι η  είναι μεσοκάθετη της DF
IB . Με όμοιο τρόπο καταλήγουμε ότι η DE  είναι μεσοκάθετη της  και η IC EF  εί-
ναι μεσοκάθετη της IA . 
      Άρα το σημείο I  είναι ορθόκεντρο του τριγώνου DEF

ABC
 του οποίου το περί-

κεντρο ταυτίζεται με το περίκεντρο O  του τριγώνου . 
      Τα σημεία  και  ανήκουν στο κύκλο του EULER του τριγώ-
νου  που έχει κέντρο το μέσο 

321 K,K,K 321 L,L,L
DEF K  του ευθύγραμμου τμήματος . IO

      Στο τρίγωνο , έχουμε:  το μέσο του IOD 1K ID  και K  το μέσο του . IO
      Άρα   και επειδή OD//KK1 BCOD ⊥  συμπεραίνουμε ότι το K  ανήκει στη με-
σοκάθετη του . Με όμοιο τρόπο συμπεραίνουμε ότι το 21AA K  ανήκει στη μεσοκά-
θετη των   και . 21BB C 21C
      Θα αποδείξουμε ότι τα σημεία , ,  ανήκουν σε κύκλο  με κέ-
ντρο το σημείο 

21 A,A 21 B,B 21 C,C
K . 

      Θεωρώντας τη δύναμη του σημείου  ως προς τους κύκλους  και  
έχουμε: 

A )C( B )C( C

 
12121 ALAIABABACAC ⋅=⋅=⋅ . 

      Άρα τα σημεία ,  ανήκουν σε κύκλο με κέντρο το σημείο 21 B,B 21 C,C K . 
 
 
       ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4  
       Στο επίπεδο θεωρούμε  διαφορετικές μεταξύ τους ευθείες, όπου  ακέραι-
ος με 1>  και n  θετικός ακέραιος, οι οποίες ανά τρεις δεν περνάνε από το ίδιο ση-
μείο. Από τις ευθείες αυτές, k  είναι παράλληλες μεταξύ τους ενώ οι υπόλοιπες n  τέ-
μνονται ανά δύο και δεν υπάρχει κάποια από αυτές που να είναι παράλληλη με ς k  
παράλληλες ευθείες. Όλες οι παραπάνω ευθείες τεμνόμενες διαμερίζουν το επίπεδο 
σε χωρία (π. χ τριγωνικά, πολυγωνικά και μη φραγμένα). Δύο χωρία θεωρούνται δια-
φορετικά, αν δεν έχουν κοινά σημεία ή αν έχουν κοινά σημεία μόνο στο σύνορό του

nk +  k
 k

τι

ς. 
Ένα χωρίο θα το ονομάζουμε “καλό” όταν βρίσκεται ανάμεσα στις παράλληλες ευ-
θείες. Αν σε ένα σχηματισμό, το ελάχιστο πλήθος των “καλών” χωρίων είναι 176 και 
το μέγιστο πλήθος τους είναι  221, να βρεθούν τα  nk, .
 
      Λύση 
      Προφανώς οι  (διαφορετικές μεταξύ τους) παράλληλες ευθείες ορίζουν  
διαδοχικές παράλληλες “λωρίδες” στο επίπεδο. Επίσης οι  διαφορετικές, μη παράλ-

ληλες μεταξύ τους ευθείες, τέμνονται ανά δύο σε 

k 1−k
n

2
( −n )1

2
=⎟⎟

⎠

⎞

⎝

⎛ nn
⎜⎜  σημεία. 

      Διακρίνουμε τώρα δύο περιπτώσεις. 

      1η Περίπτωση: Τα  σημεία τομής των  ευθειών (που τέμνονται ανά δύο), 

βρίσκονται εκτός των παράλληλων “λωρίδων”. 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
n

n
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Σχήμα 2 

 
      Στη περίπτωση αυτή κάθε μία από τις  ευθείες ορίζει σε κάθε “λωρίδα”  
“καλά” χωρία. Άρα ορίζονται συνολικά 

n 1+n
)1)(1( +− nk  συνολικά “καλά” χωρία. Στο 

σχήμα 2 βλέπουμε τα “καλά” χωρία που δημιουργούνται από 3=n  ευθείες. 

      Αν τώρα ένα από τα  σημεία τομής των  ευθειών το θεωρήσουμε μέσα σε 

μία λωρίδα των παράλληλων ευθειών, τότε στη λωρίδα αυτή θα δημιουργηθεί ένα επί 
πλέον “καλό”  χωρίο (σχήμα 3). 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
n

n

 

 
Σχήμα 3 

 
      Άρα  είναι ο ελάχιστος αριθμός  “καλών” χωρίων που μπορούν να 

δημιουργηθούν, διότι με την είσοδο καθενός από τα  σημεία τομής στις λωρίδες, 

αυξάνεται ο αριθμός των “καλών” χωρίων. 

( 1)( 1k n− + )

2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

      2η Περίπτωση: Τα  σημεία τομής των  ευθειών (που τέμνονται ανά δύο), 

βρίσκονται εντός των παράλληλων λωρίδων. 
2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

n
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      Συνεχίζοντας τη διαδικασία εισαγωγής των σημείων τομής μέσα στις “λωρίδες”, 
θα προστίθεται κάθε φορά και ένα “καλό” χωρίο. Έτσι στο τέλος θα έχουμε επί πλέον 

 “καλά” χωρία. 
2
n⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
Σχήμα 4 

 
      Τελικά ο μέγιστος αριθμός των “καλών” χωρίων είναι: 

( 1( 1)( 1)
2

n nk n )−
− + + . 

      Εφόσον τώρα (σύμφωνα με τα δεδομένα του προβλήματος), ο ελάχιστος αριθμός 
των “καλών” χωρίων είναι 176  και ο μέγιστος 2 , θα ισχύει: 21

( 1)( 1) 176
( 1)( 1)( 1) 221

2

k n
n nk n

− + =⎧
⎪ ⇔⎨ −

− + + =⎪⎩

( 1)( 1) 176
( 1)176 221

2

k n
n n

− + =⎧
⎪
⎨ −

+ =⎪⎩

 

( 1)( 1) 176
( 1)176 221

2

k n
n n

− + =⎧
⎪⇔ ⎨ −

+ =⎪⎩

. 17, 10k n⇔ = = . 

 
      Δεύτερος τρόπος  υπολογισμού του μέγιστου αριθμού των καλών χωρίων. 
 
      Με τη συλλογιστική που αναπτύχθηκε στον προηγούμενο τρόπο, ο μέγιστος α-
ριθμός των καλών χωρίων επιτυγχάνεται όταν τα σημεία τομής των τεμνομένων ευ-
θειών βρεθούν μέσα στις λωρίδες που δημιουργούν οι παράλληλες ευθείες. 
      Θα υπολογίσουμε λοιπόν όλα τα χωρία που δημιουργούνται από τις n  δια-
φορετικές μεταξύ τους ευθείες και στη συνέχεια θα αφαιρέσουμε τα χωρία που βρί-
σκονται εκτός των παραλλήλων (έχοντας πάντα υπ΄ όψιν ότι τα σημεία τομής των τε-
μνομένων ευθειών βρίσκονται μέσα στις λωρίδες που δημιουργούν οι παράλληλες 
ευθε

  

ίες). 

k +

      Έστω )  το πλήθος των χωρίων στα οποία χωρίζεται το επίπεδο από ευθεί-
ες οι οποίες δεν διέρχονται ανά τρεις από το ίδιο σημείο. 

(mp m

      Προφανώς 2 . Θεωρούμε τώρα ότι )  είναι το πλήθος των χωρίων στα 
οποία χωρίζεται το επίπεδο από τις ευθείες και φέρουμε μία επί πλέον ευθεία με 
σκοπό να υπολογίσουμε επαγωγικά το 

)1( =p (mp

)1
m

( +mp . 
      Προφανώς , όπου rmpmp +=+ )()1( r  είναι το πλήθος των επί πλέον χωρίων 
που “δημιουργούνται” με τη χάραξη της  ( 1+m )ης ευθείας. 
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Σχήμα 5 

 
      Με τη χάραξη λοιπόν της  ( 1+m )ης ευθείας “δημιουργούνται” τόσα επί πλέον 
χωρία, όσα είναι τα σημεία τομής της με τις υπόλοιπες ευθείες αυξημένα κατά ένα. 
Αν δηλαδή η ( )-ευθεία είναι παράλληλη με κάποια από τις προηγούμενες ευθεί-
ες, τότε τα σημεία τομής της θα είναι 

1+m
1−m  και κατά συνέπεια “δημιουργούνται”  

mr =  επί πλέον χωρία. 
      Αν όμως η 1+m  ευθεία δεν είναι παράλληλη με κάποια από τις προηγούμενες 
ευθείες, τότε τα σημεία τομής της θα είναι  και κατά συνέπεια “δημιουργούνται”  

 επί πλέον χωρία. 
m

1+= mr
      Αν λοιπόν οι ευθείες δεν είναι ανά δύο παράλληλες μεταξύ τους και δεν διέρχο-
νται ανά τρεις από το ίδιο σημείο, μπορούμε να διατυπώσουμε την αναδρομική σχέ-
ση:  

mmpmp +−= )1()(  και 2)1( =p . 
      Από τη σχέση αυτή προκύπτει:  

2
2)(

2 ++
=

mmmp . 

      Θεωρώντας τώρα τα δεδομένα του προβλήματος, συμπεραίνουμε ότι τα χωρία 

που “δημιουργούνται”, είναι: )1(
2

22

++
++ nknn . Τα καλά χωρία προκύπτουν αν 

αφαιρέσουμε τα )  που βρίσκονται εκτός των παραλλήλων ευθειών. 1(2 +n
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