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Θζμα Α 

Α1. Θεωρία (απόδειξθ), ςελίδα 260 ςχολικοφ βιβλίου (Θεώρθμα Fermat) 

 

Α2. Θεωρία (Οριςμόσ), ςελίδα 280 ςχολικοφ βιβλίου. 

Α3.  

α)  Σωςτό 

β)  Σωςτό 

γ) Λάκοσ 

δ) Λάκοσ 

ε) Σωςτό 

 

 

Θζμα Β 

Β1.  

Παρατθροφμε ότι 3 3 3z i z i z i      

Άρα.  3 3 2 2 3 2 3 1 0 3 1z i z i z i z i z i               

Επομζνωσ, οι εικόνεσ του μιγαδικοφ z  κινοφνται ςε κφκλο με κζντρο  0,3  και ακτίνα

1    

 

Β2.  

Είναι: 

     
3

2 1
3 1 3 1 3 3 1 3 3 1 3

3

z i

z i z i z i z i z i z i z i
z i



               


 

Β3.  

Ζςτω z i   , ,   . 

Επειδι 
1

3
3

z i
z i

 


, Ζχουμε: 

 
1

3 3 3 2Re 2
3

w z i z i z i z z z
z i
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Άρα 2 0w w i    . 

Επειδι οι εικόνεσ του z  κινοφνται ςτον κφκλο  
22: 3 1C x y    κα ιςχφει 

   
2 22 2

13 1 1 3            

Δθλαδι, 
22 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2w                    . 

Β4.  

  
2 2

z w z z w z z w z w z z z z z w z w w w z z                    

   2 2 20 0 2Re 0 0
w w

w w z w z w w w z z w w z w w w


                    

2 2 0w w    ιςχφει. 

Θζμα Γ 

Γ1.  

        1xe f x f x f x xf x        για κάκε x  

       x x xe f x e f x e f x xf x        για κάκε x  

       1x x xe f x e x f x e      για κάκε x  

      x xe x f x e
    για κάκε x  

Άρα υπάρχει ςτακερά c  τζτοια, ώςτε: 

   x xe x f x e c    για κάκε x  

Για 0x   θ προθγοφμενθ ςχζςθ δίνει    
 0 0

0 00 0 1
f

e f e c c
 

       

Άρα     1x xe x f x e    για κάκε x .  1  

Λόγω τθσ γνωςτισ ανιςότθτασ 1nx x   για κάκε 0x   και κζτοντασ όπου x  το 
xe  

προκφπτει 1 1x x xne e e x      για κάκε x  

Επειδι 1x x   κα ιςχφει 0x xe x e x     για κάκε x  

Άρα 0xe x   και διαιρώντασ με 
xe x  θ ςχζςθ  1  δίνει: 

 
1x

x

e
f x

e x


 


 για κάκε x . 
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    xf x n e x


    για κάκε x  

Άρα υπάρχει ςτακερά c  τζτοια, ώςτε: 

   xf x n e x c    για κάκε x  

Για 0x   θ προθγοφμενθ ςχζςθ δίνει    
 0 0

00 0 0
f

f n e c c


       

Άρα    xf x n e x   για κάκε x . 

Γ2.  

Είναι  
1x

x

e
f x

e x


 


 , x . 

  0 1 0 0xf x e x       . 

  0 1 0 0xf x e x       . 

x    0    

 f x      

 f x  2  1  

 

Άρα θ f  είναι γνθςίωσ φκίνουςα ςτο  ,0  και γνθςίωσ αφξουςα ςτο  0, , ενώ 

παρουςιάηει (ολικό) ελάχιςτο ςτο 0x   το    00 0 0f n e    

Γ3. 

 
 

2

1 2 1
...

x x x

x
x

e e xe
f x

e x e x

   
    

  
  για κάκε x . 

  0 2 1 0x xf x e xe        2  

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ   2 1x xh x e xe   , x . 

Η εξίςωςθ  2  είναι ιςοδφναμθ με τθν εξίςωςθ   0h x  . 

Η ςυνάρτθςθ h  είναι παραγωγίςιμθ με   2 x x xh x e e xe     1x x xe xe e x    . 

   0 1 0 1xh x e x x        (επειδι 0xe   για κάκε x ) 
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  0 ... 1h x x      

x    1    

 h x      

 h x  1  2  

 

Επειδι  
de l' Hospital

1
0x x

x xx x x x

x
im xe im im im e

e e





    
    


, ζχουμε: 

   2 1 2 0 0 1 1x x

x x
im h x im e xe
 

          

  1 11 2 1 1 1h e e e       

Επειδι x

x x
im e im x
 

    και 
1 1

0
xx x

im im
x e 
   

   
     2 0 1 01 1 1

2 1 2 1x x x

xx x x
im h x im e xe im xe

x x e

      

  

  
          

  
 

 Στο διάςτθμα  1 ,1    

1h 1  και h  ςυνεχισ ςτο 1 . Άρα το ςφνολο τιμών τθσ είναι: 

       1 , 1 , 1
x x

h im h x h im h x e
 

    
 

 

Επειδι  10 h   και h 1 1  θ εξίςωςθ   0h x   ζχει μοναδικι ρίηα 1 1x   

 Στο διάςτθμα  2 1,    

2h 2  και h  ςυνεχισ ςτο 2 . Άρα το ςφνολο τιμών τθσ είναι: 

             
 σσνετής στο 1

2
1

, , 1 , 1
h

x x x
h im h x imh x im h x h e

  
       

Επειδι  20 h   και h 2 2  θ εξίςωςθ   0h x   ζχει μοναδικι ρίηα 2 2x   

Επομζνωσ, τόςο θ εξίςωςθ   0h x  , όςο και θ ιςοδφναμι τθσ   0f x   ζχουν ακριβώσ 

δυο ρίηεσ 1 1x   και 2 2x  . 

 

 
 

2
0

0 2 1 0

xe x

x xf x e xe

 

        3  

Επειδι   2 1x xh x e xe   , x , θ ανίςωςθ  3  είναι ιςοδφναμθ με τθν ανίςωςθ 

  0h x  . 



Μαθηματικά Κατεφθυνςησ 
Ενδεικτικζσ  Απαντήςεισ  Θεμάτων  Πανελληνίων 

2011 

 

  Πζτροσ Μάρκου 

 

 Στο διάςτθμα  1 ,1    

Για      
1 1  ρίζα της 

1 1 0
h x h

x x h x h x h x


    
1

 

Για      
1 1  ρίζα της 

1 1 0
h x h

x x h x h x h x


    
1

 

 Στο διάςτθμα  2 1,    

Για      
2 2  ρίζα της 

2 2 0
h x h

x x h x h x h x


    
2

 

Για      
2 2  ρίζα της 

2 2 0
h x h

x x h x h x h x


    
2

 

Επομζνωσ οι πίνακεσ προςιμων τόςο τθσ  h x  όςο και τθσ  f x  ζχουν ωσ εξισ: 

x    1x  2x    

 h x        

 

Άρα: 

x    1x  2x    

 f x        

 f x  4  3  4  

 

Επειδι θ f  είναι παραγωγίςιμθ ςτα 1 2,x x  (δθλαδι ζχει εφαπτομζνθ ςτα ςθμεία αυτά), κα 

ζχει ακριβώσ δυο ςθμεία καμπισ, τα   1 1 1,x f x  και   2 2 2,x f x . 

 

Γ4.  

Η εξίςωςθ γίνεται       0xn e x x f x x f x x         , 0,
2

x
 

 
 

 

Θεωροφμε τθ ςυνάρτθςθ    x f x x   , 0,
2

x
 

  
 

 

Είναι    0 0 0 0 1 1 0f         και  

2 2 2 2
f f

   
 
     

       
     

 

Επειδι 
 

 
0,

0 0 0
2 2 2

f

f f f
  

   
       

   

1
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Άρα και 0
2



 

 
 

 

 Η ςυνάρτθςθ   είναι ςυνεχισ ςτο διάςτθμα 0,
2

 
 
 

 ωσ διαφορά μεταξφ των 

ςυνεχών ςυναρτιςεων f  και x  

  0 1 0
2 2

f
 

 
   

       
   

 

Άρα ιςχφουν οι προχποκζςεισ του κεωριματοσ Bolzano για τθ ςυνάρτθςθ   ςτο 

διάςτθμα 0,
2

 
 
 

. Επομζνωσ υπάρχει τουλάχιςτον ζνα 
0 0,

2
x

 
 
 

 τζτοιο, ώςτε 

 0 0x  . Άρα, θ εξίςωςθ   0x   ζχει τουλάχιςτον μια ρίηα 
0 0,

2
x

 
 
 

. 

Η ςυνάρτθςθ   είναι παραγωγίςιμθ ςτο 0,
2

 
 
 

 με  

   x f x x     
1x

x

e
x x

e x
 


  


 

Επειδι για x 0,
2

 
 
 

, 0x   και  

για 
0 1

0 1 1 0 0

x xe x
x x

x

e
x e e

e x

  
       


 

Ζχουμε ότι   0x   για κάκε 0,
2

x
 

 
 

. Άρα 0,
2




 
 
 

1  και θ εξίςωςθ   0x   κα 

ζχει το πολφ μια ρίηα ςτο 0,
2

 
 
 

. Επειδι 0 0,
2

x
 

 
 

 ρίηα τθσ εξίςωςθσ   0x  , αυτι 

κα είναι και θ μοναδικι ρίηα. 

 

Θζμα Δ 

Για το ολοκλιρωμα-ςυνάρτθςθ  
 

2

0

x te
I x dt

g x t




  κζτουμε x t u t u x      

Τότε, dt dx  και  

 Για 0t  , u x  

 Για t x  , 0u   
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Επομζνωσ: 

 
 

 

       

0 0 022 2 2 2 2 2
2

0 0

x xu xt u x u x u
x

x x x

e e e e e e
I x dt du du du e du

g x t g u g u g u g u

   


      
      

Άρα,  
 

2

2

0

1 u
x

x

e
I x du

g ue
     

Ομοίωσ (με τθν ίδια αντικατάςταςθ), προκφπτει: 

 
 

2

2

0

1 u
x

x

e
J x du

f ue
     

Δ1.  

Ζχουμε:  

 

 
 

 
 

 

2 2 2

2 2

0 0 0

1 1
1 1

u u u
x x x

x x

f x e e e
du f x du f x du

g u g u g ue e


               1  

για κάκε x  

Επειδι οι ςυναρτιςεισ  g u  και 2ue  είναι ςυνεχείσ ςτο , θ ςυνάρτθςθ 
 

2ue

g u
 κα είναι 

ςυνεχισ ςτο , επομζνωσ θ  
 

2

0

1
u

x
e

f x du
g u

    κα είναι παραγωγίςιμθ ςτο  με 

 
 

   
2

2
x

xe
f x f x g x e

g x
      για κάκε x .     2  

Ακόμα, για 0x   θ ςχζςθ  1  δίνει  
 

0 2

0

0 1 1 0 0
ue

f du
g u

     .  3  

Ομοίωσ, προκφπτουν: 

 
 

2

0

1
u

x
e

g x du
f u

       για κάκε x     4  

 
 

   
2

2
x

xe
g x f x g x e

f x
      για κάκε x     5  

 0 1g      6  
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Λόγω των ςχζςεων  2  και  5 , προκφπτει: 

       
 

   

 

 

 
     

0

0

f x

g x

f x g x
f x g x f x g x nf x ng x

f x g x





          για κάκε x  

Αρά, υπάρχει ςτακερά c  τζτοια, ώςτε: 

   nf x ng x c   για κάκε x  

Για 0x   θ προθγοφμενθ ςχζςθ δίνει:    0 0 1 1 0nf ng c n n c c        

Άρα,    nf x ng x  για κάκε x  

Ιςοδφναμα    f x g x  για κάκε x  

Δ2.  

     
   

       2 2 22 2 2
f x g x

x x xf x g x e f x f x e f x f x e


             

    2 2xf x e
 

   για κάκε x . 

Αρά, υπάρχει ςτακερά c  τζτοια, ώςτε: 

 2 2xf x e c  για κάκε x  

Για 0x   θ προθγοφμενθ ςχζςθ δίνει:  2 00 0f e c c      

Άρα,  2 2xf x e  για κάκε x . 

Η ςυνάρτθςθ f  είναι ςυνεχισ ςτο  και διατθρεί πρόςθμο, αφοφ   0f x   για κάκε 

x . Επομζνωσ: 

  2x xf x e e   για κάκε x  

 

Δ3.  

L 
 

1 1
0 0 01

x

x x x
x x

nf x ne x
im im im

f e e
x

    
 

 
 
 

 

Θζτουμε όπου 
1

x
 το u . Τότε 

0 0

1

x x
imu im

x  
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Άρα 
de l' Hospital

1

1

u u

uu u u

e euL im im im
ue





  


 

      

Δ4.  

Η  
22 tf t e  είναι ςυνεχισ ςυνάρτθςθ ςτο , επομζνωσ θ ςυνάρτθςθ 

   2

1

x

F x f t dt   είναι παραγωγίςιμθ ςτο  με    
22 0xF x f x e     για κάκε 

x . Άρα F1 . 

Ακόμα είναι    
1

2

1

1 0F f t dt  . Άρα: 

 Για      1 1 0
F

x F x F F x    
1

 

 Για      1 1 0
F

x F x F F x    
1

 

x    1    

 F x      

 

Άρα το ηθτοφμενο εμβαδόν δίνεται από το ολοκλιρωμα: 

 
 

         
1 1 1 10

1

0
0 0 0 0

F x

E F x dx F x dx x F x dx xF x xF x dx


              

   
 

 
2 2 2

1 11 0 1
1 0

0
0 0

1 1 1 1
1 1 0 0 2

2 2 2 2

F
x x x e

F F xe dx xe dx e e e
             

    

τετραγωνικζσ μονάδεσ. 


