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ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ   ΗΜΕΡΗΣΙΩΝ – 2008 
(Θέµατα και Λύσεις) 

 
ΘΕΜΑ 1ο 

 Α1.  Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση ( ) *,f x n x x= ∈ℓ ℝ  είναι παραγωγίσιµη στο *
ℝ  και ισχύει : 

 
                          ( )' 1

n x
x

=ℓ  

 Μονάδες 10 
 

 Λύση : 
 
Απόδειξη  στη σελίδα 235 του σχολικού βιβλίου : 
 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

• Αν 0x > , τότε ( ) ( )' ' 1
n x nx

x
= =ℓ ℓ  

• Αν 0x < , τότε ( )n x n x= −ℓ ℓ , οπότε αν θέσουµε ( )y n x= −ℓ  και u x= −  έχουµε 

y nu= ℓ . Εποµένως, ( ) ( ) ( ) ( )' ' ' '1 1 1
' ln 1n x n x y u u

u x x
= − = = = ⋅ = ⋅ − =   −

ℓ ℓ  

Άρα, σε κάθε περίπτωση ισχύει :  ( )' 1
n x

x
=ℓ . 

 
 Α2.  Πότε µια συνάρτηση f  λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [ ],α β ; 

 Μονάδες 5 
 

 Λύση : 
 

Ορισµός στη σελίδα 191 του σχολικού βιβλίου : 
Μια συνάρτηση f  θα λέµε ότι είναι συνεχής σε ένα κλειστό διάστηµα [ ],α β , όταν είναι 

συνεχής σε κάθε σηµείο του ( ),α β  και επιπλέον ισχύει : 

  ( ) ( )
x
im f x f
α

α
+→

=ℓ     και    ( ) ( )
x

im f x f
β

β
−→

=ℓ . 

 
 
 

 Β.  Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας δίπλα στο 
γράµµα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση, τη λέξη Σωστό, αν η πρόταση είναι σωστή, ή 
Λάθος, αν η πρόταση είναι λανθασµένη. 

 α. Αν µια συνάρτηση :f Α→ ℝ  είναι 1 1− , τότε για την αντίστροφη συνάρτηση 1f −  

ισχύει :   ( )( )1 ,f f x x x− = ∈Α   και  ( )( ) ( )1 ,f f y y y f− = ∈ Α  

 Μονάδες 2 
 β. Μια συνεχής συνάρτηση f  διατηρεί πρόσηµο σε καθένα από τα διαστήµατα στα οποία 

οι διαδοχικές ρίζες της f  χωρίζουν το πεδίο ορισµού της. 
 Μονάδες 2 
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 γ. Όταν η διακρίνουσα ∆  της εξίσωσης 2 0z zα β γ+ + =  µε , ,α β γ ∈ℝ  και 0α ≠  είναι 
αρνητική, τότε η εξίσωση δεν έχει ρίζες στο σύνολο ℂ  των µιγαδικών. 

 Μονάδες 2 
 δ. Αν µια συνάρτηση f  είναι δύο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ  και στρέφει τα κοίλα προς 

τα άνω, τότε κατ’ ανάγκη θα ισχύει : 

( )'' 0f x >  για κάθε πραγµατικό αριθµό x . 

 Μονάδες 2 
 ε. Αν η f  είναι συνεχής σε διάστηµα ∆  και , ,α β γ ∈∆  τότε ισχύει : 

( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx
β γ β

α α γ
= +∫ ∫ ∫  

 Μονάδες 2 
 

 Λύση : 
 

α.  Σωστό. 
β.  Σωστό. 
γ. Λάθος.  

Όταν η διακρίνουσα είναι αρνητική, η εξίσωση έχει δύο συζυγείς µιγαδικές λύσεις. 
δ.  Λάθος. 
  Μπορεί σε πεπερασµένα σηµεία 0x  του πεδίου ορισµού της να ισχύει ( )0'' 0f x = . 

  Αντιπαράδειγµα : ( ) 4f x x= , µε ( ) 3' 4f x x=  και ( ) 2'' 12f x x= .   

x  −∞  0  +∞    

( )''f x  +  +   Η f  είναι κυρτή στο ℝ , ενώ παρατηρούµε ότι 

ισχύει ( )'' 0 0f = . ( )f x    

ε.  Σωστό. 
 

ΘΕΜΑ 2ο 

Αν για τους µιγαδικούς αριθµούς z  και w  ισχύουν : 

( )2 2 6i z+ =   και   ( ) ( )1 3 3w i w i− − = − −  

τότε να βρείτε : 
α. το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών z . 

Μονάδες 6 
β. το γεωµετρικό τόπο των εικόνων των µιγαδικών αριθµών w . 

Μονάδες 7 
γ. την ελάχιστη τιµή του w . 

Μονάδες 6 
δ. την ελάχιστη τιµή του z w− . 

Μονάδες 6 
 

 Λύση : 
 

α. ( ) ( )2 22 2 6 2 2 6 2 2 1 6 3 6i z i z z z+ ⋅ = ⇔ + ⋅ = ⇔ + ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔ 2z =  
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α’ τρόπος : 
Είναι 2z = , δηλαδή η απόσταση της εικόνας του µιγαδικού z  από την αρχή των αξόνων 

είναι σταθερή και ίση µε 2 . 
Άρα η εικόνα του µιγαδικού z  κινείται σε κύκλο κέντρου ( )0,0Ο  και ακτίνας 2ρ = . 

 
 ` β’ τρόπος : 
  Έστω z x yi= + . 

  ( )
2

2 2 2 2 2 2 22 2 2 4z x y x y x y= ⇔ + = ⇔ + = ⇔ + = . 

 Άρα η εικόνα του µιγαδικού z  κινείται στον κύκλο 2 2: 4C x y+ =  που έχει κέντρο 

( )0,0Ο  και ακτίνα 2ρ = . 

 
β. α’ τρόπος : 

Είναι ( ) ( )1 3 3w i w i− − = − − , δηλαδή η απόσταση της εικόνας του µιγαδικού w  από 

την εικόνα του µιγαδικού 1 1z i= −  είναι ίση µε την απόσταση της εικόνας του µιγαδικού 

w  από την εικόνα του µιγαδικού 2 3 3z i= − . 

Άρα η εικόνα του µιγαδικού w  κινείται στη µεσοκάθετο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ , 
όπου ( )1, 1Α −  και ( )3, 3Β − . 

 
β’ τρόπος : 

  Έστω w x yi= + . 

( ) ( )1 3 3 1 3 3w i w i x yi i x yi i− − = − − ⇔ + − + = + − + ⇔

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 1 3 3x y x y⇔ − + + = − + + ⇔  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

2 2 2 2
1 1 3 3x y x y⇔ − + + = − + + ⇔  

2x⇔ 22 1x y− + + 22 1y x+ + = 26 9y y− + + 6 9y− + ⇔  

4 4 16 0x y⇔ − − = ⇔  
4 0x y⇔ − − =  

 Άρα, η εικόνα του µιγαδικού w  κινείται στην ευθεία : 4y xε = −  (ή : 4 0x yε − − = ) 
γ. 

Το µέτρο w  του µιγαδικού w  εκφράζει 

γεωµετρικά την απόσταση της εικόνας του από 
την αρχή των αξόνων. 
Φέρουµε εΟΚ ⊥ . 
Επειδή οι εικόνες του µιγαδικού w  κινούνται 
στην ευθεία ε , το w

ελαχ
 θα είναι ίσο µε την 

απόσταση ( ),d εΟΚ = Ο . 

Άρα, 
( )

0 0

22

4 4 4 2
2 2

221 1

x y
w

ελαχ

− −
= = = =

+ −
 

 

Πρόχειρο σχήµα 
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Αν θέλαµε να βρούµε ποιος από τους µιγαδικούς w  είναι αυτός µε το ελάχιστο µέτρο, δεν 
είχαµε παρά να υπολογίσουµε τις συντεταγµένες του σηµείου Κ , που είναι και η εικόνα 
αυτού του µιγαδικού. 
Είναι : 1 1εε λ λ λΟΚ ΟΚΟΚ ⊥ ⇔ ⋅ = − ⇔ = − . Άρα, : y xΟΚ = − . 

Το Κ  είναι το σηµείο τοµής των ευθειών ε  και ΟΚ , άρα οι συντεταγµένες του θα είναι η 
λύση του συστήµατος των εξισώσεων των συγκεκριµένων καµπύλων. 

Είναι : 
2

4 4 2

y x y x y

y x x x x

= − = − = −  
⇔ ⇔  

= − − = − =  
.   Άρα ( )2 , 2Κ −  και ο µιγαδικός µε το 

ελάχιστο µέτρο είναι ο 0 2 2w i= − , µε ( )22
0 2 2 8 2 2w w

ελαχ
= = + − = = . 

 
δ. Το z w−  εκφράζει γεωµετρικά την απόσταση των εικόνων των µιγαδικών z  και w . 

Επειδή η εικόνα του µιγαδικού z  κινείται στον κύκλο C  και η εικόνα του µιγαδικού w  
κινείται στην ευθεία ε , το z w

ελαχ
−  θα είναι ίσο µε το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος 

ΓΚ . 

 ∆ηλαδή, ( ) ( ) ( ) 2 2 2z w w
ελαχ ελαχ

ρ− = ΓΚ = ΟΚ − ΟΓ = − = − . 

 
ΘΕΜΑ 3ο 

∆ίνεται η συνάρτηση ( )
, 0

0 , 0

x nx x
f x

x

⋅ >
= 

=

ℓ
 

α. Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 0 . 
Μονάδες 3 

β. Να µελετήσετε ως προς τη µονοτονία τη συνάρτηση f  και να βρείτε το σύνολο τιµών της. 
Μονάδες 9 

γ. Να βρείτε το πλήθος των διαφορετικών θετικών ριζών της εξίσωσης xx e
α

=  για όλες τις 
πραγµατικές τιµές του α . 

Μονάδες 6 
δ. Να αποδείξετε ότι ισχύει ( ) ( ) ( )' 1 1f x f x f x+ > + − , για κάθε 0x > . 

Μονάδες 7 
 

 Λύση : 

α. Είναι : ( ) ( )
( ) ( )'0

''0 0 0 0 0

1

1 1de l Hospitalx x x x x

nxnx x
im f x im x nx im im im

x x

+ + + +

−∞
⋅ −∞ +∞

→ → → → →
= = = =

 
 
 

ℓℓ
ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ ℓ

2

1

x
−

( )
0

0
x
im x

+→
= − =ℓ , 

  και ( )0 0f = . 

 ∆ηλαδή ισχύει ( ) ( )
0

0
x
im f x f
→

=ℓ  και εποµένως η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο 0 . 

 
β. Η συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη στο ( )0,+∞  ως αλγεβρικό γινόµενο των 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων x  και nxℓ , µε ( ) ( ) ( )' ' ' 1f x x nx x nx nx= + ⋅ = +ℓ ℓ ℓ . 

(η f  δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0   γιατί 
( ) ( )

0 0

0

0x x

f x f x
im im

x +→ →

−
=

−
ℓ ℓ

nx

x

⋅ ℓ
0x

im nx
+→

= = −∞∉ℓ ℓ ℝ ) 
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Ακόµα, είναι : ( )' 0 1 0 1f x nx nx= ⇔ + = ⇔ = − ⇔ℓ ℓ  

   1nx ne nx ne−⇔ = − ⇔ = ⇔ℓ ℓ ℓ ℓ
1

x
e

=  

Είναι : 
2

1 1
0

ee
< <  και 

2 2 2 2

1 1 1 2
0f n

e e e e
  = ⋅ = − < 
 

ℓ , άρα ( )' 0f x <  για κάθε 
1

0,x
e

 ∈ 
 

. 

Είναι : 
1

e
e
<  και ( ) 0f e e ne e= ⋅ = >ℓ , άρα ( )' 0f x >  για κάθε 

1
,x

e
 ∈ +∞ 
 

. 

x  −∞  0   
1

e
 

+∞  

 

( )''f x   −  +  Η συνάρτηση f  είναι : 

  -   γνησίως φθίνουσα στο διάστηµα 1

1
0,

e
 ∆ =   

 

  -   γνησίως αύξουσα στο διάστηµα 2

1
,

e
 ∆ = +∞ 
 

  

  -   παρουσιάζει το (ολικό) ελάχιστο 
1

f
e
 
 
 

 στο 

       σηµείο 0

1
x

e
=   του πεδίου ορισµού της. 

∆ηλαδή, ισχύει : ( ) 1 1 1 1
f x f n

e e e e
 ≥ = = − 
 

ℓ  

Άρα, ( ) 1
f x

e
≥ −  για κάθε [ )0,x∈ +∞ , µε την 

ισότητα να ισχύει µόνο για 
1

x
e

= . 

( )f x     

 

 ολικό  
ελάχιστο 

1 1
f

e e
  = − 
 

 

• Στο διάστηµα 1

1
0,

e
 ∆ =   

 : 

Η  f  είναι γνησίως φθίνουσα 

( )1

1
,0f

e
 ⇒ ∆ = −  

 
( )0 0f =  

1 1
f

e e
  = − 
 

 

• Στο διάστηµα 2

1
,

e
 ∆ = +∞ 
 

 : 

Η  f  είναι γνησίως αύξουσα 

( )2

1
,f

e
 ⇒ ∆ = − +∞ 
 

 ( )
1

1 1

x
e

im f x f
e e→

 = = − 
 

ℓ  

( )
x x x

im f x im x im nx
→+∞ →+∞ →+∞

= ⋅ = +∞ℓ ℓ ℓ ℓ  

 

Άρα, το σύνολο τιµών της συνάρτησης f  είναι ( ) ( ) ( )1 2

1
f f f

e
 Α = ∆ ∪ ∆ = + ∞  

. 
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γ. Η εξίσωση xx e
α

= , 0x >  γράφεται ισοδύναµα :  

( )x xx e nx ne nx x nx f x
x

α α α
α α= ⇔ = ⇔ = ⇔ ⋅ = ⇔ =ℓ ℓ ℓ ℓ , 0x > . 

Γραφικά, η λύση της εξίσωσης ( )f x α= , για 0x > , δίνει τις τετµηµένες των κοινών 

σηµείων της γραφικής παράστασης fC  της συνάρτησης f  µε την ευθεία : yε α=   η  

οποία είναι παράλληλη στον άξονα 'x x .  

Επειδή ( ) 1
'' 0f x

x
= > , η συνάρτηση f  

είναι κυρτή και µια πρόχειρη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης ( ) , 0f x x >  

φαίνεται στο διπλανό σχήµα 

 
 
∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις : 

• Για 0α >  : 
Τότε η εξίσωση ( )f x α=  έχει ακριβώς µια λύση, 

επειδή : 

- στο 1

1
0,

e
 Α =   

, είναι ( )1

1
,0f

e
 Α = −  

 και 

( )1fα ∉ Α , άρα η εξίσωση δεν έχει ρίζα στο 1Α  

- στο 2

1
,

e
 ∆ = +∞ 
 

, είναι ( )2

1
,f

e
 ∆ = − +∞ 
 

 

και ( )2fα ∈ ∆ . Άρα, η εξίσωση έχει 

τουλάχιστον µια ρίζα στο 2∆ , και επειδή η f  

είναι γνησίως αύξουσα στο 2∆  αυτή η ρίζα θα 

είναι µοναδική 

 

• Για 0α =  : 
Τότε η εξίσωση ( )f x α=  έχει ακριβώς µια λύση, 

επειδή : 

- στο 1

1
0,

e
 Α =   

, είναι ( )1

1
,0f

e
 Α = −  

 και 

( )10 f∉ Α , άρα η εξίσωση δεν έχει ρίζα στο 1Α  

- στο 2

1
,

e
 ∆ = +∞ 
 

, είναι ( )2

1
,f

e
 ∆ = − +∞ 
 

 

και ( )20 f∈ ∆ . Άρα, η εξίσωση έχει 

τουλάχιστον µια ρίζα στο 2∆ , και επειδή η f  

είναι γνησίως αύξουσα στο 2∆  αυτή η ρίζα θα   

είναι µοναδική. (συγκεκριµένα η ρίζα είναι το 1 αφού ( )1 0f = ) 

1

e
 

 1

e
−  

fC  
: yε α=  

: 0yε =  

fC  

1

e
 

 1

e
−  
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• Για 
1

,0
e

α  ∈ − 
 

 : 

Τότε η εξίσωση ( )f x α=  έχει ακριβώς δύο λύσεις, 

επειδή : 

- στο 1

1
0,

e
 Α =   

, είναι ( )1

1
,0f

e
 Α = −  

 και 

( )1fα ∈ Α . 

Άρα η εξίσωση έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο 

1Α , και επειδή η f  είναι γνησίως φθίνουσα στο 

1Α  αυτή η ρίζα θα είναι µοναδική. 

- στο 2

1
,

e
 ∆ = +∞ 
 

, είναι ( )2

1
,f

e
 ∆ = − +∞ 
 

 

και ( )2fα ∈ ∆ .  

Άρα, η εξίσωση έχει τουλάχιστον µια ρίζα στο 

2∆ , και επειδή η f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

2∆  αυτή η ρίζα θα είναι µοναδική. 

 

• Για 
1

e
α = −  : 

Τότε η εξίσωση ( )f x α=  έχει ακριβώς µια λύση, 

τη θέση του ελάχιστου 
1

x
e

= . 

 

• Για 
1

e
α < −  : 

Τότε η εξίσωση ( )f x α=  δεν έχει καµία λύση, 

επειδή ( ) 1
f

e
α  ∉ Α = + ∞  

. 

 
 
 

 

 1

e
−  

1

e
 

: yε α=  

fC  

1
: y

e
ε = −  

fC  

1

e
 

 1

e
−  

 1

e
−  

1

e
 

fC  

: yε α=  
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δ. Θα εφαρµόσουµε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής (Θ.Μ.Τ.) του διαφορικού λογισµού στο 
διάστηµα [ ], 1x x + , όπου 0x > . 

Η συνάρτηση f  για 0x >  είναι : 

• συνεχής στο διάστηµα [ ] ( ), 1 0,x x + ⊆ +∞  

• παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( ) ( ), 1 0,x x + ⊆ +∞  

Άρα ισχύουν οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ., εποµένως υπάρχει τουλάχιστον ένα 

( ), 1x xξ ∈ +  τέτοιο, ώστε ( ) ( ) ( )1
'

f x f x
f

x
ξ

+ −
=

1 x+ −
( ) ( ) ( )' 1f f x f xξ⇔ = + − . 

Όµως, είναι ( ) 1
'' 0f x

x
= >   για 0x > , άρα η συνάρτηση 'f  είναι γνησίως αύξουσα στο 

( )0,+∞  και κατ’ επέκταση και στο διάστηµα ( ) ( ), 1 0,x x + ⊆ +∞ . 

Άρα, για ( ), 1x xξ ∈ + , δηλαδή για 1x ξ+ >  ισχύει :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 1 ' ' 1 1f x f f x f x f xξ+ > ⇔ + > + −   

 
ΘΕΜΑ 4ο 

Έστω f  µια συνάρτηση συνεχής στο ℝ  για την οποία ισχύει : 

( ) ( ) ( )
23

0
10 3 45f x x x f t dt= + ⋅ −∫  

α. Να αποδείξετε ότι ( ) 320 6 45f x x x= + − . 

Μονάδες 8 
β. ∆ίνεται επίσης µια συνάρτηση g  δυο φορές παραγωγίσιµη στο ℝ . Να αποδείξετε ότι : 

 ( ) ( ) ( )
0

'
''

h

g x g x h
g x im

h→

′− −
= ℓ  

Μονάδες 4 
γ. Αν για τη συνάρτηση f  του ερωτήµατος (α) και τη συνάρτηση g  του   ερωτήµατος  (β)  

ισχύει ότι  
( ) ( ) ( ) ( )20

2
45

h

g x h g x g x h
im f x

h→

+ − + −
= +ℓ   και  ( ) ( )0 ' 0 1g g= = ,   τότε : 

i. να αποδείξετε ότι ( ) 5 3 1g x x x x= + + +  

Μονάδες 10 
ii. να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g  είναι 1 1− . 

Μονάδες 3 
 

 Λύση : 
 

α. Το ορισµένο ολοκλήρωµα ( )
2

0
f t dt∫  είναι αριθµός και θέτουµε ( )

2

0
f t dtλ = ∫ , οπότε 

προκύπτει ( ) ( )310 3 45f x x x λ= + ⋅ −    ή   ( ) 310 3 45f x x xλ λ= + − . 

Αρκεί να δείξουµε ότι 2λ = . 

Είναι  : ( ) ( ) ( )2 23 3

0 0
10 3 45 10 3 45f x x x f x dx x x dxλ λ λ λ= + − ⇔ = + − ⇔∫ ∫  

( )
2 2 2 23

0 0 0 0
10 3 45f x dx x dx xdx dxλ λ⇔ = + − ⇔∫ ∫ ∫ ∫  
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[ ]
2 24 2

2

0
0 0

10 3 45
4 2

x x
xλ λ λ

   
⇔ = + − ⇔   

   
 

( )
4 4 2 22 0 2 0

10 3 45 2 0
4 4 2 2

λ λ λ
   

⇔ = − + − − − ⇔   
   

 

40 6 90λ λ λ⇔ = + − ⇔  
45 90λ⇔ = ⇔  

2λ⇔ =  
 

β. α’ τρόπος : 
Σύµφωνα µε τον ορισµό της παραγώγου, για τυχαίο 0x ∈ℝ  είναι : 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0

' '
''

x x

g x g x
g x im

x x→

−
=

−
ℓ  

Θέτουµε όπου 0x x− , το h  και προκύπτει :  0x x h− = −  και 0x x h= − . 

Τότε, όταν 0x x→  είναι 0h → . 

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0 0
0

0 0
0

' ' ' ' ' '
''

x x h h

g x g x g x h g x g x g x h
g x im im im

x x h h→ → →

− − − − −
= = =

− −
ℓ ℓ ℓ . 

∆ηλαδή, ισχύει ( ) ( ) ( )0 0
0

0

' '
''

h

g x g x h
g x im

h→

− −
= ℓ  για ένα τυχαίο 0x ∈ℝ . 

Άρα, ισχύει ( ) ( ) ( )
0

' '
''

h

g x g x h
g x im

h→

− −
= ℓ ,  για κάθε x∈ℝ . 

 
β’ τρόπος : 
Σύµφωνα µε τον ορισµό της παραγώγου, για τυχαίο 0x ∈ℝ  είναι : 

( ) ( ) ( )0 0
0

0

' '
''

u

g x u g x
g x im

u→

+ −
= ℓ  

Θέτουµε όπου u−  το h  και προκύπτει  u h= − . 
Τότε, όταν 0u →  είναι 0h → . 

Άρα, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0 0 0
0

0 0 0

' ' ' ' ' '
''

u h h

g x u g x g x h g x g x g x h
g x im im im

u h h→ → →

+ − − − − −
= = =

−
ℓ ℓ ℓ . 

∆ηλαδή, ισχύει ( ) ( ) ( )0 0
0

0

' '
''

h

g x g x h
g x im

h→

− −
= ℓ  για ένα τυχαίο 0x ∈ℝ . 

Άρα, ισχύει ( ) ( ) ( )
0

' '
''

h

g x g x h
g x im

h→

− −
= ℓ ,  για κάθε x∈ℝ . 

 
γ.  

i. 
( ) ( ) ( )

0

0

2 '0

2
de l Hospitalh

g x h g x g x h
im

h→

+ − + −
=ℓ  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )20

' ' 2 ' ' '

'h

g x h x h g x g x h x h
im

h→

+ ⋅ + − + − ⋅ −
= =ℓ   

(Προσέχουµε ότι η 
µεταβλητή παραγώγισης 
είναι η h , άρα το ( )g x  

θεωρείται σταθερός 
αριθµός) 
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( ) ( ) ( )
0

' 1 0 ' 1

2h

g x h g x h
im

h→

+ ⋅ − + − ⋅ −
= =ℓ  

( ) ( )
0

' '

2h

g x h g x h
im

h→

+ − −
= =ℓ  

( ) ( ) ( ) ( )
0

' ' ' '1

2 h

g x h g x g x g x h
im

h→

+ − + − −
= =ℓ  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

' ' ' '1

2 h h

g x h g x g x g x h
im im

h h→ →

+ − − − 
= + = 

 
ℓ ℓ  

( ) ( )1
'' ''

2
g x g x= + =    

( )''g x=  

Άρα, η σχέση 
( ) ( ) ( ) ( )20

2
45

h

g x h g x g x h
im f x

h→

+ − + −
= +ℓ , δίνει : 

( ) ( )'' 45g x f x= +  

( ) 3'' 20 6 45g x x x= + − 45+  

( ) 3'' 20 6g x x x= +  

( ) 4 2
1' 5 3g x x x c= + +  

Όµως, ( )' 0 1g = ⇔ 1 1c = . Άρα : 

( ) 4 2' 5 3 1g x x x= + +  

( ) 5 3
2g x x x x c= + + +  

Όµως, ( ) 20 1 1g c= ⇔ = . Άρα : 

( ) 5 3 1g x x x x= + + +  

 
ii.  Είναι ( ) 4 2' 5 3 1 0g x x x= + + >  για κάθε x∈ℝ . 

Άρα η συνάρτηση g  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ . 
∆ηλαδή η συνάρτηση g  είναι γνησίως µονότονη στο ℝ . 
Άρα η συνάρτηση g  είναι 1 1− . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σηµείωση : 
Οι επεξηγήσεις σε κάποια  σηµεία δεν είναι απαραίτητες. 
Σκοπός είναι η καλύτερη κατανόηση. 
Για παράδειγµα στις ερωτήσεις τύπου Σωστό/Λάθος δεν απαιτείται εξήγηση, παρά µόνο η ένδειξη Σωστό ή Λάθος.  


