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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Γ' Γενικού Λυκείου 
Θετικών Σπουδών / Σπουδών Οικονοµίας & Πληροφορικής 

 

Σάββατο 27 Απριλίου 2024 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Θεωρία 

 

Α2. Θεωρία 

 

Α3. Θεωρία 

 

Α4. α) Λάθος 

β) Σωστό 

γ) Λάθος 

δ) Λάθος 

ε) Σωστό 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. Έχουμε 1 1( , ) [ , )
f

D = −∞ ∪ +∞ = ℝ .  

Επιπλέον ( )
− −

→ →

= − − + =
3

1 1

1 1 1lim ( ) lim
x x

f x x

 ( )
+ +
→ →

= − + = =
3

1 1

1 1 1 1lim ( ) lim ( )
x x

f x x f

 Άρα η  f  συνεχής στο  x = 1. 
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Επιπλέον αν  x < 1 η  f  είναι παραγωγίσιμη με 

( ) ( ) ( )

( )
( )

−

−

′ ′ ′′ = − − + = − − + = − − ⋅ − = 
 

′= − − ⋅ − ⇒ = >
−

1 2

3 3 3

2 3

2
3

1
1 1 1 1 1 1

3

1 1
1 1 0

3
3 1

/

( ) ( )

( ) ( )

f x x x x x

x f x

x  

Αν  x > 1 η  f  είναι παραγωγίσιμη με 

( ) ( ) ( )

( )( )

−

′′  
′ = − + = − + = − 

 

′⇒ = >
−

1 2

3
3 3

2

3

1
1 1 1 1 1

3

1
0

3 1

( )

( )

f x x x x

f x

x

 

Άρα ( ) ( )′ > ∀ ∈ −∞ ∪ +∞0 1 1( ) , ,f x x  και αφού f συνεχής στο  x = 1  η  f  είναι 

γνησίως αύξουσα στο ⇒ −ℝ 1 1f . 

Αν ≥1x  και θέσουμε = ⇔( )f x ψ  

( )

( )

( )−

⇔ − + = ⇔ − = − ≥

⇔ − = − ≥ ⇔

⇔ = − + ≥ ⇔

⇔ = − + ≥

3 3

3

3

31

1 1 1 1 με 1

1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

,

,

,

( ) , ( )

x ψ x ψ ψ

x ψ ψ

x ψ ψ

f ψ ψ ψ  

Αν  x < 1 και = ⇔ − − + =
3
1 1( )f x ψ x ψ  

( )

( )

( )

( )−

⇔ − = − − > ⇔ <

⇔ − = − <

⇔ − = − − <

⇔ = − + <

⇔ = − + <

3

3

3

3

31

1 1 με 1 0 1

1 1 με 1

1 1 με 1

1 1 1

1 1 1 2

,

,

,

( ) , ( )

x ψ ψ ψ

x ψ ψ

x ψ ψ

x ψ ψ

f ψ ψ ψ

 

Από (1), (2) έχουμε: 

( )−

= − + ∈ℝ
31

1 1( ) ,f x x x
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B2. Έστω ότι η ζητούμενη εφαπτομένη (ε) της  
1f

C
−

  που είναι κάθετη προς την 

ευθεία = − +
1

1
3

ψ x  εφάπτεται στην  
1f

C
−

 στο  Μ(
0
x , ( )0f x ). 

( )

( ) ( )( ) ( )

−

−

′= 


′′ = − + = −


1

0

3 21

Τότε

με 1 1 3 1

( )

( )

ε
λ f x

f x x x

 

( )
2

0
3 1

1
Όμως 1 3

3

ε

ε ε

λ x

λ λ

⇒ = −

⇒ 

⋅ − = − ⇔ =  
  

 

( ) ( )

( )

⇒ − = ⇔ − =

⇔ − = ⇔ − =

⇔ = =

2 2

0 0

2

0 0 0 0

0 0

3 1 3 1 1

2 0 2 0

0 ή 2

x x

x x x x

x x

 

 

Αν  x0 = 0 τότε  

( ) ( )

( )

− − ′
− = −

− = −

⇒ =

1 1
0 0 0

0 3 0

3

( ): ( ) ( )ε ψ f f x

ψ x

ψ x

  

 

Αν  x 0 =2 τότε  

( ) ( )

( )

− − ′
′ − = −

− = −

⇒ = −

1 1
2 2 2

2 3 2

3 4

( ): ( ) ( )ε ψ f f x

ψ x

ψ x

  

 

B3. Ισχύει ότι ( )1 2
3 1 0 1( ) ( )f x x x

− ′
= − > ∀ ≠  ⇒ 1

f
−  γνησίως αύξουσα στο .ℝ  

Άρα έχουμε ισοδύναμα  

( ) ( )( )
−

− − − −

− − − −

< ⇔ <

⇔ < ⇔ − >

1

1 1 1 1

γν. αυξ.

1 1 1 1
0 1

( )

( ) ( ) . ( )

f
x x

x x

f e x f f e f x

e f x f x e

 

Θέτω 1 1( ) ( ) ,xg x f x e x− −

= − ∈ℝ  

και έχω 1 0
1 1 1 1 0( ) ( )g f e−

= − = − = . 
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Επιπλέον ( )− −′
′ = + > ⇔ ℝ

1 0 γν.αύξ.στο( ) ( ) .xg x f x e g  

Από τη σχέση (1) έχουμε: 1 1( ) ( ) .g x g x> ⇔ >  

Αλλιώς 

Η ανίσωση γράφεται ( )1
0

x

f e x
−

− <  

Θεωρώ ( )1( ) ,x

h x f e x x
−

= − ∈ℝ  και έχουμε ότι για 1x =  ισχύει 

1 1 1 0( ) ( ) .h f= − =  

Επιπλέον αν 1 2,x x ∈ℝ  με 1 2
1 1

1 2 1 2 1 2
1 1

x x

x x x x x x e e
− −

< ⇒ − > − ⇒ − > − ⇒ >  

( ) ( ) ( ) ( )
− − +

− −


⇒ >
⇒ − > − ⇒ >

− > − 

1 2

1 2

γν.αύξ.
1 1

1 1

1 2 1 2

1 2καιαφού

( )

( ) ( )

f
x x

x xf e f e
f e x f e x h x h x

x x

 

Άρα  h  γνησίως φθίνουσα στο ℝ . 

Αφού ( )− − < ⇒ < ⇒ >
1

γν.φθίν.
0 1 1( ) ( ) .

h
x

f e x h x h x  

 

B4. i. Ισχύει για  x ≠	0	 ότι 
1 1 1

1

ημ ημ( ) ( ) ( )

( )

f x f x f x

x f x x

− − −

−

= ⋅  

Θέτω 1 1 1

0

κ' 0 0( ) lim ( ) ( )
x

u f x f x f
− − −

→

= = =  

Άρα 
1

1
0 0

ημ ημ
1

( )
lim lim

( )x u

f x u

f x u

−

−
→ →

= =  

Επιπλέον 
−

→ → →

− +
= =

1 3 2

0 0 0

3 3( )
lim lim lim
x x x

xf x x x x

x x

( )− +2 3 3x x

x
=3  

Άρα 
( )1 1 1

10 0 0

ημ ημ
3

( ) ( ) ( )
lim lim lim

( )x x x

f x f x f x

x f x x

−
− −

−
→ → →

= ⋅ =  

 

ii. Για  x >0 ισχύει: 

− −

−

 
− = − 

 

1 1

1
1

( )
( ) ( ) ( )

( )

f x
f x f x f x

f x
 

με 
−

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞ →+∞

− + +
= = = = =

− + +

3

1 3 9 9 8

1 1 1 1
0

1 1 1

(*)( )
lim lim lim lim lim

( ) ( )x x u u u

f x x u u

f x x u u u
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→+∞

= − ⇔ − = − = +∞33 3Θέτω 1 1 με 1(*) lim
x

u x x u x  

Άρα ( ) ( ) ( )− −

−
→+∞ →+∞

  
− = ⋅ − = +∞ ⋅ − = +∞  

  

1 1

1
1 1 0

( )
lim ( ) ( ) lim ( ) .

( )x x

f x
f x f x f x

f x
 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Αφού ( )0,
g

D = +∞  και ορίζεται η ( )′ ∀ >0( ) ,g g x x  πρέπει ′ > ∀ >0 0( )g x x , 

οπότε η  g  είναι γνησίως αύξουσα στο ( )0,+∞ . 

Θέτουμε όπου  x  το ( )g x′  στην αρχική σχέση και έχουμε: 

( )( ) ( )

( )

( )( )

( )( )

( )

( )

′ ′ ′+ = 
⇒

′ = − 

′ ′⇒ − = ⇔

′ ′⇒ = ′ ′⇒ =


∀ >+∞ ⇒ − 

0

Όμως από αρχική

0

0και αφού γν. αυξ.στο 0 1 1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

g g g x g g x

g g x g x

g g g x g x

g g g x g x g g x x

xg g

 

 

Γ2. Για  x = 1 στην αρχική έχουμε  

( )

( ) ( )
1 0

1 1

1 1 0

1 0 1 1 1 1

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
g g

g g g

g g g g g g

=

−

′ + =

′ ′ ′⇔ = ⇔ = ⇔ =

 

Παραγωγίζουμε την αρχική σχέση εφόσον η  g  είναι δύο φορές παραγωγίσιμη 

και έχουμε: 

( )( ) ( )

( )

( )

0 0

με

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

g g x g x g g x g x g x

g g x x

x g x g x x g x

′′ ′ ′ ′′ ′+ = ⇔ ⋅ + = 
⇒

′ ′ = 

′′′ ′ ′⇔ ⋅ + = ⇔ ⋅ =

 

Άρα από συνέπειες Θ.Μ.Τ. έχουμε 1( )x g x c′⋅ =  

Για  x = 1 έχουμε 
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1

1

1
1

με 1 1

( )

( )

g c
c

g

′ = 
⇒ =

′ = 
 

Άρα ( )′′ ′ ′⋅ = ⇔ = ∀ > ⇔ =
1

1 0( ) ( ) , ( ) lnx g x g x x g x x
x

 οπότε από συνέπειες 

Θ.Μ.Τ. έχουμε 
2

( ) lng x x c= +  

Για  x = 1 έχουμε 

2 2

2

1 1
0

και αφού 1 0

( ) ln

( )

g c c
c

g

= + = 
⇒ =

= 
 

Άρα 0( ) ln ,g x x x= > . 

 

Γ3. 1ος τρόπος 

Εφαρμόζουμε Θ.Μ.Τ. για την ( ) lng x x=  στο διάστημα ημ με 0,x x x  ≠  . 

• g  συνεχής στο ημ , 0,x x x  ≠   

• g  παραγωγίσιμη στο ( ) ( )′′ = =
1

ημ με, ( ) lnx x g x x
x

 

Άρα υπάρχει ( )ημ ,ξ x x∈  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
0 0

ημ
με 

ημ

ημ1

ημ

1 1 1
με  ημ

ημ

ημ1 1

ημ ημ

ημ1
με  

ημ

( )

lim lim
x x

g x g x
g ξ

x x

g x g x

ξ x x

x ξ x
x ξ x

g x g x

x x x x

g x g x

x x x→ →

−
′ =

−

−
⇒ =

−

< < ⇒ < < ⇒

−
⇒ < <

−

−
= +∞⇒ = +∞

−
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2ος τρόπος 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0

ημ ημ

ημ ημ

ημ1

ημ
1

ημ

ln ln
lim lim

ln

lim

x x

x

g x g x x x

x x x x

x

x

x x

x

→ →

→

− −
= =

− −

 
 
 = ⋅
 

− 
 

 

Θέτουμε 
ημ

x

u

x

=  και έχουμε ότι 
0

1
ημ

lim
x

x

x→

= . 

Άρα 
→ → →

−
′= = = =

− −
−

0 1 1

ημ 1
1 1

1 1
1

ημ

ln
ln ( ) ( )

lim lim lim ( )
x u u

x

x u g u g
g

u ux

x

. 

Άρα ( )
0

ημ1
1

ημ
1

ημ

ln

lim
x

x

x

x x

x

→

 
 
 ⋅ = +∞ ⋅ = +∞
 

− 
 

. 

 

Γ4. Έστω ότι η κοινή εφαπτομένη των  Cg  και  Cf  εφάπτεται στην  Cf  στο 

( )1 1
, ( )A x f x  και στην  Cg  στο ( )2 2

, ( )B x g x . 

′− = − 

⇒′ ′=− = ⇒ = 



⇒ + = − ⇒ = ⋅ −

1 1 1

1 12 2

1 1

12 2

1 1 1 1

Tότε 

1 1 1
Με κ' 

1 1 1 2

( ): ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ): ( )

ε ψ f x f x x x

f x f x f x
x x x

ε ψ x x ψ x
x x x x

 

2 2 2

2 2 2

2 2

Ακόμα 

1 1
1

( ): ( ) ( )( )

ln ( ) ln

ε ψ g x g x x x

ψ x x x ψ x x
x x

′− = −

⇒ − = − ⇒ = ⋅ + −
 

Άρα πρέπει = − = − ⇒
22

1 2 1

1 1 2
1lnκαι x

x x x
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=


⇒ ⇒ + − =
+ − = 



2

2 1

2

1

2 1

1

2
1 02

1 0
ln

ln

x x

x

x x

x

 

Θεωρώ = + − ≠
2 2

1 0( ) ln ,h x x x
x

 

( )
2 2 2

2 11 2
2 0( ) ,

x
h x x x

x x x

−
′ = ⋅ − = ≠  

′ = ⇔ =

′ > ⇔ >

′ < ⇔ < ≠

Αν 0 1

0 1

0 1 και 0

( )

( )

( )

h x x

h x x

h x x x

 

+

x

( )h x′

( )h x

−∞

− −

+∞

 

h  γν. φθίνουσα και συνεχής στο (–∞,	0)	με 

( ) ( ) ( )
0

0( , ) lim ( ), lim ( ) ,
xx

h h x h x
−

→−∞→

−∞ = = −∞ +∞ ,  

αφού 2

0 0

2
1lim ( ) lim ln ( ) ( )

x x

h x x
x

− −

→ →

 
= + − = −∞ + −∞ = −∞ 

 
 

και 2 2
1 0 1lim ( ) lim ln ( )

x x

h x x
x→−∞ →−∞

 
= + − = +∞ + − = +∞ 

 
. 

Άρα υπάρχει μοναδικό ∈ −∞ =
1 1

0 0( , ): ( )x h x . 

Αν  x > 0 έχουμε ότι 1 1 2 1 1 0( ) ( ) ln ( )h x h h x≥ = + − = ⇒ >  οπότε η  h  δεν έχει 

ρίζα στο (0, +∞). 

Άρα η ( )h x  έχει μοναδική ρίζα στο *ℝ , οπότε οι συναρτήσεις  f, g  έχουν 

μοναδική κοινή εφαπτομένη. 
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ΘΕΜΑ � 

 

Δ1. Ισχύει 
1 1

2 2

0 0

1
d d

2
ln ( ) ln ( )f x x x f x x+ = ⋅ ⇔∫ ∫  

( )

( )

⇔ − ⋅ + =

⇔ − ⋅ + =

⇔ − + =

⇔ − =

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∫

∫

1 1
2

0 0

1 1 1
2

0 0 0

1
2

0

21

0

1
d 2 d 0

2

d 2 d d 0

2 d 0

d 0

ln ( ) ln ( )

ln ( ) ln ( )

ln ( ) ln ( )

ln ( )

f x x x f x x

f x x x f x x x x

f x x f x x x

f x x x

 

Ισχύει ότι ( )− ≥ ∀ ∈

2

0 0 1ln ( ) , [ , ]f x x x . 

Αν δεν ισχύει παντού η ισότητα τότε: 

( )
21

0

d 0 0 0ln ( )f x x x− > ⇔ >∫  άτοπο 

Άρα − = ∀ ∈ ⇔0 0 1ln ( ) , [ , ]f x x x  

⇔ = ⇔ = ∀ ∈ 0 1ln ( ) ( ) , [ , ]x

f x x f x e x . 

 

Δ2. 0( ) ,x

f x e x= ≥  

( ) 1

2

( ) x x

f x e x e
x

′
′ = ⋅ = ⋅  

( )′ −   
′′ = ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ = −   

   

−
′′⇒ = ⋅

11 1 1 1
1

4 4 42

1

4

( )

( )

x

x x x

x

e
f x e e e

x x xx x x

e x
f x

x x

 

Αν 0 1 0 1( )f x x x′′ = ⇔ − = ⇔ =  

Αν 0 1 0 1( )f x x x′′ > ⇔ − > ⇔ >  

Αν 0 1 0 0 1( )f x x x′′ < ⇔ − < ⇔ < <  
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+

0x

( )f x′′

( )f x

−

1 +∞

Σ. Κ.

 

 

f  κοίλη στο [0, 1), f  κυρτή στο (1, +∞)	 και το σημείο  Α(1, e) είναι σημείο 

καμπής. 

Η εφαπτομένη (ε) της  Cf  στο  Α  έχει εξίσωση:  

′− = ⋅ − ⇒

⇒ − = − ⇔ = +

1 1 1

1
2 2 2

( ) ( ) ( )

( ): ( )

ψ f f x

e e e
ε ψ e x ψ x

 

 

Δ3.  

x ′

1−

y ′
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Βρίσκω τα σημεία τομής της (ε) με τους άξονες xx ′  και yy ′ . 

Για τον xx ′  θέτω y = 0 και έχω: 0 1
2 2

e e
x x= + ⇒ = −  

Άρα Β(–1, 0). 

Για τον yy ′  θέτω x = 0 και έχω άρα 0
2 2

, .

e e
y Γ

 
=  

 
 

Ισχύει ότι  Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2) όπου  

∆ 
= + − =  

 
∫
1

1 2
0

d και
2 2

( ) ( ) ( )
e e

Ε Ω x f x x Ε Ω ΟΒΓ . 

Ισχύει ότι  f   στο [0, 1] άρα  Cf  κάτω από την εφαπτομένη 
2 2

( ):
e e

ε y x= + . 

Άρα ≤ + ∀ ∈ 0 1
2 2

( ) , [ , ]
e e

f x x x   άρα 

( )
1 1 1

1
0 0 0

d 1 d d
2 2 2

( ) x x
e e e

Ε Ω x e x x x e x
 

= + − = + − 
 

∫ ∫ ∫  

με ( )
1

2
1

0

0

1 3
1 d 1

2 2 2

x

x x x

 
+ = + = + = 

 
∫  

και = ⋅ =∫ ∫
1 1

0 0

d 2 d

(*)
x u

e x e u u I  

(*) θέτω 2
d 2 du x x u x u u= ⇔ = ⇒ =  

1 2
0 0 1 1,u u= = = =  

( )′    = ⋅ = − ⋅ = − = − − =   ∫ ∫
1 11 1

0 00 0

2 d 2 2d 2 2 2 2 2 2( )u u u u

I e u u ue e u e e e e  

Άρα 
1

3 3
2 2

2 2 4
( )

e e
Ε Ω = ⋅ − = − . 

2

1 1
1

2 2 2 4
( ) ( ) ( )

e e
Ε Ω ΟΒΓ ΟΒ ΟΓ

∆ 
= = ⋅ = ⋅ ⋅ = 
 

. 

Οπότε 
3

2 2 τ.μ.
4 4

( )
e e

Ε Ω e= − + = −  
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Δ4. Έστω ( ) >
0 0 0

με 0, (M x f x x . 

Τότε η εφαπτομένη (ε) στο  Μ  έχει εξίσωση: 

0

0

0 0 0 0

0
2

( ) ( )( ) ( )
x

x e
ψ f x f x x x ψ e x x

x
′− = − ⇒ − = −  

Για  ψ = 0 έχω 0
x

e−

0
x

e

=
0

0
2

( )x x

x

− ⇔  

( )

⇔ = − ⇔ = −

⇔ = − ⇔

 
′ ′ ′ ′⇔ = − ⋅ = −  

 

0 0
2 2

2

1 1
1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

N M M

N

N

x x x x x x

x t x t x t

x t x t x t x t

x t x t

 

Θέτοντας  t = t0  όπου  x(t0) = 1 (M = A) και 
0

0( ) ( )x t x t′ ′= >  

έχουμε  
   

′ ′ ′= ⋅ − = ⋅ − =       
0 0 0

0

1 1
1 1 0

1
( ) ( ) ( )

( )
N

x t x t x t
x t

 

 

Δ5. Θέτω 
1

για 0( )h x f x
x

 
= > 

 
 και έχω: 

( )
2

1 1
0 γν. φθίν. στο 0( ) ,h x f h

x x

   
′ ′= ⋅ − < ⇒ +∞   

   
 

Αρκεί να δείξω ότι: 

( ) ( )

+ +

+ +

   
> ⇔   

   

⇔ > ⇔

⇔

∫ ∫

∫ ∫

1 2

1 2

1 1 1
d d

2

2 d d

2

α α

α α

α α

α α

f x f x
x x

h x x h x x

( ) ( )
+ +

>∫ ∫
1 1

d d
α α

α α

h x x h x x ( )

( ) ( )

+

+

+ +

+

+ ⇔

⇔ > >

∫

∫ ∫

2

1

1 2

1

d

d d 0, .

α

α

α α

α α

h x x

h x x h x x α
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γν.φθίν.

1 1

Αν 1 1

         χωρίς να ισχύει παντού το

d 1 d 1 1

( ) ( ) ( )

" "

( ) ( ) ( ) ( )

h

α α

α α

α x α h α h x h α

h x x h α x h α
+ +


≤ ≤ + ⇒ ≥ ≥ + 

⇒
= 

⇒ > + = +∫ ∫

 

 

 

+ +

+ +


+ ≤ ≤ + ⇒ + ≥ ≥ + 

⇒
= 

⇒ < + = +∫ ∫

γν.φθίν.

2 2

1 1

Αν 1 2 1 2

         χωρίς να ισχύει παντού το

d 1 d 1 2

( ) ( ) ( )

" "

( ) ( ) ( ) ( )

h

α α

α α

α x α h α h x h α

h x x h α x h α

 

Από (1) (2) 
+ +

+

⇒ > + >∫ ∫
1 2

1

d 1 d( ) ( ) ( )
α α

α α

h x x h α h x x  

+ +

+

⇒ >∫ ∫
1 2

1

d d( ) ( )
α α

α α

h x x h x x  απεδείχθη. 

 

 


