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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

Γ' Γενικού Λυκείου 
Θετικών Σπουδών / Σπουδών Οικονοµίας & Πληροφορικής 

 

Μ. �ευτέρα 10 Απριλίου 2023 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Θεωρία  

 

Α2. Θεωρία 

 

Α3. α) Λάθος 

β) Σωστό 

γ) Σωστό 

δ) Λάθος 

ε) Σωστό 

 

ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. Αφού  f παραγωγίσιμη στο R ⇒ f παραγωγίσιμη στο  x = 0 ⇒ f συνεχής στο x = 0. 

( )

0 0

0

0 0

Άρα 0

με 0 0 ημ0 0 1 0 1

1 1

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) ( )

lim ( ) lim )

x x

x

x x

f x f x f

f x f β β

f x ax β β

− +

−

+ +

→ →

→

→ →


= = 


= = + = ⇒ + = ⇔ = −


= + + = +


  

Αφού f παραγωγίσιμη στο  x = 0  θα ισχύει ότι 

0 0

0 0
0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
x x

f x f f x f
f ΄

x x
− +
→ →

− −

= =

− −

. 
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Όμως 
0 0 0 0

0 ημ 0 ημ ημ
1 1 1 1 2

0 0

( ) ( )
lim lim lim lim .
x x x x

f x f x x x x

x x x x
− − − −

→ → → →

− + −  
= = + = + = + = − −  

 

( )( )
( )

0 0 0

0 0

0 1 0 1 1

0 0

11 1 1 1

1 1

( ) ( )
lim lim lim

lim lim

x x x

x x

f x f αx β αx

x x x

αxαx αx

x αx

+ + +

+ +

→ → →

→ →

− + + − + −
= = =

− −

++ − + +
= =

+ +

( )
2

( ) ( )0

1

21 1 1 1
lim
x

αx α

x αx x αx
+

→

−
= =

+ + + +

 

Άρα πρέπει  α/2 = 2 ⇔ α = 4. 

 

Β2. Για  α = 4 και β = –1 έχουμε 
ημ 0

4 1 1 0

,
( )

,

x x x
f x

x x

+ ≤
= 

+ − >
  

Αν x < 0 έχουμε  f  παραγωγίσιμη με  f ΄(x) = (x + ημ x)΄ ⇒ f ΄(x) = 1 + συν x ≥ 0 

αφού –1 ≤ συν x ≤ 1 ∀ x < 0, χωρίς να είναι παντού ίση με μηδέν άρα  f  γνησίως  

αύξουσα στο (∞, 0]. 

Αν x > 0 έχουμε  f  παραγωγίσιμη με ( )4 1 1( )f ΄ x x
′

= + − ⇒  

( )
1 2

4 1 0

2 4 1 4 1

( )f ΄ x x
x x

′
⇒ = ⋅ + = > ⇒

+ +

  f  γνησίως αύξουσα στο [0, +∞). 

Άρα  f  γνησίως  αύξουσα στο ℝ και αφού  f  συνεχής ισχύει ότι  

( )( ) lim ( ), lim ( ) ( , )
x x

f f x f x
→−∞ →+∞

= = −∞ +∞ℝ , αφού ισχύει  

( )

1 ημ 1 1 ημ 1

1 0   

και αφού 1

και 4 1 1

( ) ,
lim ( )

lim ( )

lim ( ) lim

x

x

x

x x

x x x x x

f x x x
f x

x

f x x

+

→−∞

→−∞

→+∞ →+∞

− ≤ ≤ ⇒ − ≤ + ≤ +

⇒ ≤ + ∀ ≤ 
⇒ = −∞+ = −∞

= + − = +∞

 

 

Β3. 0( , )
g

D = +∞   

{ } ( )και 0

0

( ) ,

( )

g f f g

x

D x D f x D

f x

∈


= ∈ ∈ = = +∞
 >

�

ℝ
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αφού  f  γνησίως αύξουσα στο  ℝ με f (0) = 0 οπότε 

αν f (x) > 0 ⇔ f (x) > f (0) ⇔ x > 0 

( ) ( ) ( )4 1 1 0( ) ( ) ( ) ln ,h x g f x g f x x x= = = + − ∀ >�  

Επιπλέον  h  παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με  

( )1
4 1 1

4 1 1

1 2
0 0

4 1 1 4 1

( )

( ) ,

h΄ x x
x

h΄ x x
x x

′
= ⋅ + − ⇒

+ −

= ⋅ > ∀ >

+ − +

 

Οπότε  h  γνησίως αύξουσα στο (0, +∞) ⇒ h 1−1, άρα ορίζεται η  h−1 με 

( )( )1
0,

h
D h

−

= +∞  

Επειδή h  συνεχής και γνησίως αύξουσα στο (0, +∞) ισχύει 

( )( ) ( ) ( )
0

0, lim ( ), lim ( ) ,
xx

h h x h x
+

→+∞→

+∞ = = −∞ +∞  αφού  

( )( ) ( )

( )( ) ( )

4 1 1

0 0 0

4 1 1

4 1 1

και

4 1 1

lim ( ) lim ln lim ln

lim ( ) lim ln lim ln

u x

x x u

u x

x x u

h x x u

h x x u

+ + +

= + −

→ → →

= + −

→+∞ →+∞ →+∞

= + − = −∞

= + − = +∞

=

=

 

Επιπλέον αν θέσουμε h (x) = ψ,  ψ ∈ ℝ, έχουμε  

( ) ( )
2

4 1 1 4 1 1 4 1 1 4 1 1ln ,
ψ ψ ψ

x ψ x e x e x e ψ+ − = ⇔ + − = ⇔ + = + ⇔ + = + ∈ℝ

( )
2

12 2

4 4
,

ψ ψ ψ
ψe e e

x f ψ e ψ−
+ ⋅ +

⇒ = ⇒ = ⋅ ∈ℝ  

( )1 2
Άρα 

4
,

x

x
e

f x e x
−

+
= ⋅ ∈ℝ  

 

Β4. Ισχύει ότι  

( )( ) ( )( ) ( ) 1( ) (t) ( )ψ t f x t ψ f ΄ x t x΄ t′= ⇒ = ⋅  

και για  t = t0  όπου x (t0) = 0 και x΄(t0) = 1 έχουμε αντικαθιστώντας στην (1)  

( )( ) ( ) ( )0 0 0
0 1 2μον( ) / secψ΄ t f ΄ x t x΄ t f ΄= ⋅ = ⋅ =  

αφού από το Β1 προκύπτει f ΄(0) = 2. 
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ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. α) Εφαρμόζουμε για την  f  Θ.Μ.Τ. στο [0, 2] και έχουμε: 

• f  συνεχής στο [0, 2] 

• f  παραγωγίσιμη στο (0, 2)  (αφού  f  παραγωγίσιμη στο [0, 2])  

⇒ υπάρχει α ∈ (0, 2): ( )
( ) ( )2 0 2

1
2 0 2

f f
f ΄ a

−

= = =

−

 

Επιπλέον  f  κοίλη  στο [0, 2] ⇔ f ΄	γνησίως φθίνουσα στο [0, 2] άρα υπάρχει 

μοναδικό  α ∈ (0, 2): f ΄	�α�	�	1. 

 

β) 1ος τρόπος 

Ισχύει  f (x) – f (α) – λ (x – α) ≤ 0,  ∀  x ∈ [0, 2]. 

Θεωρώ  g (x) = f (x) – f (α) – λ (x – α),  x ∈ [0, 2] 

και έχω ότι g  παραγωγίσιμη στο [0, 2] με g΄ (x) = f ΄(x) – λ και g (α) = 0. 

Από την αρχική σχέση προκύπτει ότι g (x) ≤ g (α)  ∀  x ∈ [0, 2], δηλ. η g  

παρουσιάζει στο εσωτερικό σημείο α του [0, 2] ολικό μέγιστο και αφού g  

παραγωγίσιμη στο  α  από θ. Fermat θα ισχύει  

g΄ (α) = 0 ⇒ f ΄(α) – λ = 0 ⇔ 1 – λ = 0 ⇔ λ = 1 

 

2ος τρόπος 

Ισχύει ότι ( )
( ) ( )

1lim
x α

f x f α
f ΄ α

x α→

−

= =

−

 

Έχουμε ότι f (x) – f (α) ≤ λ (x – α)           (1) 

Αν  x ∈ [0, α) δηλ. x < α ⇔ x – α < 0 τότε από  

( ) ( ) ( ) ( )
1( ) lim

x α

f x f α f x f α
λ λ

x α x α
−
→

− −
⇒ ≥ ⇒ ≥

− −
 

Αν  x ∈ (α, 2] δηλ. x > α ⇔ x – α > 0 από  

( ) ( ) ( ) ( )
1( ) lim

x α

f x f α f x f α
λ λ

x α x α
+
→

− −
⇒ ≤ ⇒ ≤

− −
. 

Επειδή 
( ) ( ) ( ) ( )

( )lim lim
x α x α

f x f α f x f α
f ΄ α

x α x α
− +
→ →

− −

= =

− −

 

και  f ΄(α) = 1 τότε θα ισχύουν: λ ≥ 1 και  λ ≤ 1, οπότε  λ = 1. 
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Γ2. α) Df = [0, 2] και για  x ∈ (0, 2] έχουμε 
( ) ( )
2

1f x f x

x x x
= ⋅  με  

( ) ( ) ( )
( )

0 0

0
0

0
lim lim
x x

f x f x f
f ΄

x x
+

→ →

−

= =

−

 και 
0 0

1 1
lim lim
x xx x

+
→ →

= = +∞ . 

Επιπλέον 0 < α 
γν. φθίνουσα

0 1( ) ( )
΄f

f ΄ f ΄ α⇒ > = . 

Άρα 
( ) ( )

( )
2

0 0

1
0lim lim ( )

x x

f x f x
f ΄

x x x
+

→ →

 
= ⋅ = ⋅ +∞ = +∞ 

 
. 

 

β) Για h ≠ 0 ισχύει 

2

2

11

( ) ( )
( ) ( )

hh

f α h f α h

f α h f α h h

ee

h

+ − −

+ − −
=

−−

 και ισχύει  

0 0

0

0

2 2

2

2
2

2

2 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( )

h h

h

h

f α h f α h f α h f α f α f α h

h h

f α h f α f α h f α

h h

f α h f α f α h f α

h h

f ΄ α f ΄ α

→ →

→

→

+ − − + − + − −
= =

+ − − − 
= − = 

 

+ − − − 
= + ⋅ = − 

= + =

 

αφού 
2

0 0

=
2

1
2

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ( )
h

u h

u

f α h f α f α u f α
f ΄ α

h u→

−

→

− − + −
= =

−
=

. 

Επιπλέον έχουμε: 
( )

0

0
0

0 0 0
DLH

11
1lim lim lim

h
h

h

h h h

ee
e e

h h΄→ → →

′
−−

= = =
=

 

Άρα έχουμε: 
0 0

2

2 2 3
3

11 1

( ) ( )
( ) ( )

lim lim
hh

h h

f α h f α h

f α h f α h h

ee

h

→ →

+ − −

+ − −
= = =

−−

. 

 

Γ3. 1ος τρόπος 

Θεωρώ  h (x) = f (x) − x  και έχω ότι  h  παραγωγίσιμη με  h΄ (x) = f ΄(x) − 1  και  

h΄ (α) = f ΄(α) − 1 = 0 με  f ΄	  γνησίως φθίνουσα στο [0, α] ⇒ h΄  γνησίως 

φθίνουσα στο (0, α]. 
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Αν  x ∈ [0, α) δηλ. 
γν. φθίνουσα

( ) ( ) 0< ⇒ > = ⇒

΄h

x a h΄ x h΄ α  h γνησίως αύξουσα στο [0, α],  

άρα αν  0 ≤ x ≤ α 
γν. αύξουσα

(0) ( ) 0 ( ) ( )⇒ ≤ ⇒ ≤ − ⇔ ≥

h

h h x f x x f x x . 

Αν 
γν. φθίνουσα

2 0 γνησίως φθίνουσα στο [ , 2]( , ] ( ) ( )
h΄

x a x α h΄ x h΄ α h α∈ ⇒ > ⇒ < = ⇒  

οπότε 

0

αν 2 2 2 2

||

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α x h x h f x x f f x x≤ ≤ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ − ⇒ ≥
�����

. 

Άρα τελικά  f (x) ≥ x,   ∀ x ∈ [0, 2]. 

 

2ος τρόπος 

Για  x = 0  και  x = 2  ισχύουν f (0) = 0 και  f (2) = 2. 

Αν 0 < x < 2 εφαρμόζω Θ.Μ.Τ. για την f στα [0, x] και [x, 2] και έχω ότι υπάρχουν 

ξ1 ∈ (0, x) : 
1

0

0

( ) ( ) ( )
( )

f x f f x
f ΄ ξ

x x

−

= =

−

 και  

ξ2 ∈ (x, 2) : 
2

2 2

2 2

( ) ( ) ( )
( )

f f x f x
f ΄ ξ

x x

− −

= =

− −

 

Όμως 
γν. φθίνουσα

1 2 1 2
( ) ( )

f ΄

ξ ξ f ΄ ξ f ΄ ξ< ⇒ > ⇒  

( ) ( )
0

2 0

2
2 2

2

2

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

x

x

f x f x
x f x x f x

x x

f x x f x

>

− >

−
⇒ > ⇒ − > − ⇔

−

⇔ − 2 ( )x x f x> −

2

0 2

:

( ) ( , )f x x x⇔ > ∀ ∈

 

Άρα  f (x) ≥ x   ∀ x ∈ [0, 2]. 

 

Γ4. Έχουμε ότι  f (0) = 0  άρα 
2

0

( )E f x d x= ∫ . 

Για κάθε x ∈ [0, 2] έχουμε από Γ2 ότι ισχύει f (x) − f (α) ≤ x − α ⇒ f (x) ≤ x + f (α) − 

α 

και από Γ3 ότι  f (x) ≥ x ≥ 0. 

Δηλαδή x ≤ f (x) ≤ x + f (α) − α (χωρίς να ισχύει παντού η ισότητα). 
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( )

( ) ( )

( )

0
2 2 2

0 0 0

2 2
2 2

0 0

Ά

1

ρ

2 2 2

 

2 2

2 2

α 
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

f x

f x f x

xd x f x d x x f α α d x

x x
E x f α α E f α α

E f α α

≥

=

< < + − ⇔

   
< < + − ⇔ < < + − ⇔   

   

⇔ < < + −

∫ ∫ ∫

 

 

 

ΘΕΜΑ � 

 

Δ1. Ισχύει  

( )4 4

4
4

Για 0 έχω 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

f ΄ x f ΄ x f x f x x

f x f x x c
f x f x x

x f f c c

′ ′+ − = ⇒ − − = ⇒

⇒ − − = + 
⇒ − − =

= − = ⇒ = 

 

Επιπλέον 
0

1
1

( )

( ) ( ) ( )
( )

f x

f x f x f x
f x

>

⋅ − = ⇒ − = . 

Άρα: 

( )

2
4

2 2 2 2

2 2

1
4 4 1 4 4 4 1

2 4 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

x

f x x f x x f x f x x f x x x
f x

f x x x

+

− = ⇒ − = ⇒ − + = + ⇔

⇔ − = +

 

Θεωρώ g(x) = f (x) − 2x  και έχω από (1) ότι g2(x) = 4x2 + 1 > 0 ⇒ g(x) �	0, ∀ x ∈ 

ℝ και αφού g συνεχής έχουμε ότι η g θα διατηρεί σταθερό πρόσημο. 

Για  x = 0  έχουμε g(0) = f (0) − 2 ⋅ 0= f (0) > 0, αφού  f (x) > 0  ∀ x ∈ ℝ. 

Άρα 0 2 0( ) ( )g x f x x x> ⇒ − > ∀ ∈ℝ . 

( )
2 2

2 0

2 2

2

Από 1 2 4 1

2 4 1 2 4 1

2 4 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ,

f x x

f x x x

f x x x f x x x

f x x x x

− >

⇒ − = + ⇔

⇔ − = + ⇔ − = + ⇔

⇔ = + + ∈ℝ
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Δ2. f  παραγωγίσιμη στο ℝ  με ( )2
2 4 1( )f ΄ x x x

′
= + + ⇒  

( )

( )

2
2

2 2 2 2

2

2

2

4 1 8 4 2 4 1 4
2 2 2

2 4 1 2 4 1 4 1 4 1

2 4 1 2
4 1 2

0
και αφού  04 1

 αύξουσα στο   1 1

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ,

( )

.

x x x x x
f ΄ x f ΄ x

x x x x

x x
f ΄ x x f x

f ΄ x f ΄ x x

f xx

f f

′+ + +
⇒ = + = + = + ⇒ = ⇔

+ + + +

+ + ⇔ ⋅ + =
⇔ = ⇒ > ∀ ∈

>+ 

⇒ ⇒ −

ℝ

ℝ

 

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
1

0( ) ( ) ,h x f x x
x

= − ≠ . 

Αν  x < 0 τότε έχω  

  0
1

01
και 0

( )

( ) ,

f x

f x x
x

x

> 

⇒ > ∀ <

< 

. 

Αν  x > 0 τότε  h  παραγωγίσιμη με 
1 1

0( ) ( ) ( ) ( )h΄ x f x h΄ x f΄ x
x x

′ 
= − ⇒ = + > ⇒ 
 

 

h  γνησίως αύξουσα στο (0, +∞) και αφού  h  συνεχής  

( ) ( )
0

0( , ) lim ( ), lim ( )
xx

h h x h x
+

→+∞→

+∞ = με  

0 0

1
0lim ( ) lim ( ) ( ) ( )

x x

h x f x f
x

+ +
→ →

 
= − = − +∞ = −∞ 

 
 

( )

( )

2

2 2

1 1
και 4 1 2

1 1
4 2 0 4 2 4

lim ( ) lim ( ) lim lim

lim lim

x x x x

x x

x x

h x f x x x
x x

x x x
x x

→+∞ →+∞ →+∞ →+∞

=

→+∞ →+∞

 
= − = + + − = 

 

    
= + + − + + = +∞ ⋅ = +∞        

    
=

 

Άρα ( ) ( )0( , ) ,h +∞ = −∞ +∞ . 

Επειδή 0 ∈ (−∞, +∞) = h ((0, +∞)) και  h  συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  

(0, +∞) υπάρχει μοναδικό  x0 ∈ (0, +∞) ώστε ( ) ( )0 0

0

1
0h x f x

x
= ⇒ = . 
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Δ3. α) Από Δ2 ισχύει  
( )
( )

( )
2

1
0

2 1

,

f ΄ x
f x

f x x

= >

+

. Άρα  

( )

0 0 0 0

0

00 2 0 0

0 0

0

1 1 1

2 2 24 1

1 1 1 1
0 1

2 2 2

( )( ) ( )
ln ( )

( ) ( )

ln ( ) ln ( ) ln ln ln .

f x
x x x xf ΄ x f ΄ x

d x d x d x f x
f x f xx

f x f x
x

>

 = = =  
+

 
= − = − = − 

 

=∫ ∫ ∫
 

 

β) Θέτω ( )1
d d( ) ( )f x u x f u x f ΄ u u

−

= ⇔ = ⇔ =  

( )

( ) [ ]
0 00

0

0 0 0

1

1

1

2 0 0

0 0

1

1

01 0 0

0 0 0
0 0 0

0

1 0  αφού  0 1

1 1
  αφού  

Άρα  d  d d

1
0 0 d d 1 d

( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x xx
x

x x x

u f f

u f x f x
x x

f x x u f ΄ u u u f u u΄ f u u

x f x f f u u x f x x f x x
x

−

−

−

= = =

 
= = = 

 

= ⋅ = ⋅ − ⋅ =

= ⋅ − ⋅ − = ⋅ − = −

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫

 

 

Δ4. Η ανίσωση γράφεται ισοδύναμα: F (x) + f (x) ≤ F (x2) + f (x2), x ∈ ℝ (1) 

Θεωρώ την φ(x) = F (x) + f (x),  x ∈ ℝ  και έχω ότι  φ  παραγωγίσιμη στο  ℝ  με 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
 = 

  0( ) ,
F΄ x f x

φ΄ x F΄ x f ΄ x f x f ΄ x x= + ∈ ⇒+ > ∀
=

ℝ  φ  γνησίως 

αύξουσα στο ℝ  και από την (1) έχουμε 

γν. αύξουσα

2 2 2 0 0 ή 1.( ) ( )
φ

φ x φ x x x x x x x⇔≤ ≤ ⇔ − ≥ ⇔ ≤ ≥  


