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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Νέο σύστηµα) 

Γ' Γενικού Λυκείου 
Θετικών Σπουδών 

 

Παρασκευή 22 Μαΐου 2020 | �ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 
ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

 

Α1. Θεωρία  

 

Α2. Θεωρία  

 

Α3. α) Ψευδής 

 

β) Για αντιπαράδειγμα αναφέρήυμε την  f  με ( ) = 3
f x x  η ήπήία είναι γνησίως 

αύξήυσα στή R  αλλά δεν ισχύει ( )′ ≠ 0f x  για κάθε ∈x R , αφήύ ( )′ =
2

3f x x , 

άρα για =0x  έχήυμε ( )′ =0 0f . 

 

A4. α) Σωστό. 

β) Σωστό. 

γ) Λάθής. 

δ) Σωστό. 

ε) Λάθής. 
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ΘΕΜΑ Β 

 

Β1. Ισχύει ότι  

( )
( )

( )
( )− − − +

− = − = ⇒ − =

− − −

3 2 33

2 2 2

1αx x x β α x βxαx
f x x x f x x

x β x β x β
 

 

Διακρίνω περιπτώσεις για τή  α − 1: 

Ι) Αν  α − 1 ≠ 0 Ă�α ≠ 1 τότε έχω: 

( )( )
( )

→+∞ →+∞

−
− =

3

2

1
lim lim
x x

α x
f x x

x
( )( )

+∞ − > ⇔ >
= − +∞ = 

−∞ − < ⇔ <

αν 1 0 1
1

αν 1 0 1

α α
α

α α
. 

Άτήπή, αφήύ  ( )( )
→+∞

− =0lim
x

f x x . 

 

ΙΙ) Αν  α − 1 = 0 Ă�α = 1 τότε: 

( )− = − =
−

3 3

2

x x
f x x x

x β

− 3x
( )

( )( )
→+∞ →+∞ →+∞

−
⇒ − = ⇒

− −

 
 

⇒ − = = ⋅ = ⋅ = 
−   −−    

2 2

2

1
0 0

1 0
11

lim lim lim
x x x

βx βx
f x x

x β x β

βx β β
f x x

ββ x
x

xx

 

Άρα  α = 1῾ 

Για  α = 1  έχω: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

+ +

+ +

≠

→ →

→ →

 
= ⇔ − = ⋅ ⇒ − = ⋅ ⇒  −  

⇒ − = ⋅ = ⇔ =

= +∞ =

3 0
2 3 2 3

2
1 1

1 1

1 1

1 0 1 0 1

1
1φού   άρ1  0

lim lim

lim lim .

x

x x

x x

x
f x x β x x β x

x β f x f x

β β

f x
f x
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Β2. α) Ισχύει ότι 
3

2
( ) , ( 1,1)

1

x
g x x

x
= ∈ −

−

. 

Έχήυμε ότι  g  παραγωγίσιμη στή  (−1,1) με  

( ) ( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

( )

( )

3 2 3 2 2 2 3
4 2 4

2 2 2
2 2 2

2 2
4 2

2 2
2

1 1 3 1 2 3 3 2
( ) ( )

1 1 1

33
( ) .

11

′ ′
⋅ − − − − − ⋅ − −

= ⇒ = = ⇒

− − −

−−
⇒ = =

−−

x x x x x x x x x x x
g΄ x g΄ x

x x x

x xx x
g΄ x

xx

Αφήύ −1 < x < 1  ισχύει  x2 − 1 < 0 ⇒ x2 − 3 < 0  άρα  g΄(x) < 0’, 

για κάθε  x ∊ (−1,0) ∪ (0,1) και αφήύ η  g  είναι συνεχής στή  x = 0  έχήυμε ότι  

η  g  είναι γνησίως φθίνήυσα στή (−1,1), άρα η  g  είναι 1–1. 

Άρα ήρίζεται η αντίστρήφη της g και ισχύει 

( )( ) ( ) ( )( )1

3γν.3φθίνουσα

1 1
1,1 lim , lim

g

g
x x

D g g x g x
−

− +
→ →−

= − =  όπήυ  

( ) ( )
3 3

2
1 1 1

1 1
lim lim lim

1 1 1 2x x x

x x
g x

x x x
− − −

→ → →

   
= = ⋅ = −∞ ⋅ = −∞   

− − +   
  και 

( ) ( )
3 3

2
1 1 1

1 1
lim lim lim

1 1 1 2x x x

x x
g x

x x x
+ + +

→− →− →−

   
= = ⋅ = +∞ ⋅ = +∞   

− + −   
. 

Άρα ( )1
,

g
D

−
= −∞ +∞ . 

 

Β3. α) Η συνάρτηση 
( )

1

g x
 ήρίζεται στή ( ) ( )1, 0 0,1− ∪  και ισχύει  

( )
( ) ( )

2

2

3 3
0 0 0

1 1 1
lim lim lim 1 1
x x x

x
x

g x x x
+ + +
→ → →

 −  
= = ⋅ − = +∞ ⋅ − = −∞   

  
. 

Ακόμα   
( )

( ) ( ) ( )
2

2

3 3
0 0 0

1 1 1
lim lim lim 1 1
x x x

x
x

g x x x
− − −

→ → →

 −  
= = ⋅ − = +∞ ⋅ − = +∞   

  
. 

Αφήύ 
( ) ( )0 0

1 1
lim lim
x xg x g x

+ −
→ →

≠  δεν υπάρχει τή 
( )0

1
lim
x g x→

. 
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β) Η συνάρτηση ( )lng x  ήρίζεται στή σύνήλή 

( ) ( ){ }
1

0, / ln 1,1 ,A x x e
e

 
= ∈ +∞ ∈ − =  

 
  

Θέτω ( )0
ln και lim ln ln 1

x e

u x u x e
−

→

= = = = . 

Άρα ( ) ( ) ( )
3

2
1 1

lim ln lim ln lim lim
1x e x e u u

u
g x g x g u

u
− − −

→ → → →

= = = =

−

 

( )
3

1

1 1
lim

1 1 2u

u

u u
−

→

 
⋅ = −∞ ⋅ = −∞ 

− + 
. 

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

 

Γ1. Αφήύ  f  παραγωγίσιμη στή  [ ],π π−  και στή ( )0
,x π π∈ −  παρήυσιάζει τήπικό 

ακρότατή ίσή με 1, θα ισχύει από Θ. Fermat ότι ( )0 0f ΄ x =  και επιπλέήν 

( )0 1.f x =  

Αντικαθιστώντας στην αρχική σχέση έχήυμε  

( ) ( )0 0 0 0 0 0 0
συν 0 συν 1 συν 1x f ΄ x x f x x x x⋅ = − ⇔ ⋅ = − ⇔ =  και αφήύ  

( )0
,x π π∈ −  ισχύει ότι  x0 = 0.

 Ακόμη έχήυμε ( ) ( ) ( )( ) ( )συν ΄ ημ ΄x f ΄ x f x x x f x x⋅ + = ⇔ ⋅ =  άρα από συνέπειες 

Θ.Μ.Τ. θα ισχύει ότι ( ) ημx f x x c⋅ = + . 

Για  x = 0  έχω: ( )0 0 ημ0 0f c c⋅ = + ⇔ = . Άρα ( ) ηµx f x x⋅ = . 

Αν [ ) ( ]0 0, ,x π π∈ − ∪  έχω: ( )
ημx

f x
x

= . 

Αφήύ  f  παρ/μη στή  [ ],π π−  έχήυμε ότι η  f  είναι συνεχής στή  x = 0  δηλ. θα 

ισχύει ότι ( ) ( )
0 0

ημ
0 1lim lim

x x

x
f f x

x→ →

= = = . 

Άρα ( )
[ ) ( ]

ημ
αν 0 0

1  αν 0                   

, , ,

,

x
x π π

f x x

x


∈ − ∪

= 
 =
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Γ2. Αν [ ) ( ]0 0, ,x π π∈ − ∪  ισχύει ( )
2

συν ημx x x
f ΄ x

x

− −

= . 

Θέτήυμε ( ) [ ]συν ημ , ,g x x x x x π π= ⋅ − ∈ −  και έχήυμε  

( ) ημ συνg΄ x x x x= − ⋅ + συνx− ( ) ( )ημ 0 για κάθε ,x x g΄ x x π π= − ⋅ ⇒ < ∈ − . 

Δηλ.  g ↧ στή [−π, π]. Άρα αν  

[ )

[ )
2

0 δηλ. 0 0 0 0 οπότε

0 στο 0

, ( ) ( ) ( )

( )
( ) , .

x π x g x g g x

g x
f΄ x π

x

∈ − < ⇒ > = ⇒ >

= > −

 

Άρα  f ↥ στή [−π, 0]. Αν ( ]0,x π∈  δηλ.  x > 0 έχήυμε  

2
0 0 0 άρα 0

( )
( ) ( ) ( ) ( )

g x
g x g g x f΄ x

x
< = ⇒ < = <  

στή (0, π] Ă�f ↧ στή [0, π]. 

 

+ −

−π π

( )′f x

( )f x

x

 

 

Άρα η  f  παρήυσιάζει για  x = −π  και  x = π  ήλικό ελάχιστή ίσή με 

f (−π) = f (π) = 0 και για  x = 0  ήλικό μέγιστή ίσή με  f (0) = 1. 

Έχήυμε ότι η  f  είναι γνησίως αύξήυσα και συνεχής στή [ ]0,π−  επομένως  

[ ]( ) ( ) ( ) [ ]0 0 0 1, , , .f π f π f − = − =   

Ακόμη, η η  f  είναι γνησίως φθίνήυσα και συνεχής στή [ ]0,π  επομένως 

[ ]( ) ( ) ( ) [ ]0 0 0 1, , , .f π f π f = =   

Άρα [ ]( ) [ ]( ) [ ]( ) [ ]0 0 0 1, , , , .f π π f π f π− = − ∪ =  
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Γ3. Η ανίσωση γράφεται ισήδύναμα  ( ) ( ) ( )1 0ln με  .f x f x f x< − >  

 Επειδή ( ) ( ) [ ]( ) [ ]0 0 1και  , ,f π f π f π π− = = − =   θα πρέπει x π≠ −  και x π≠ . 

 Θέτήυμε ( )f x ω=  και η ανίσωση γίνεται  ln 1ω ω< −   με 0ω > . 

 Από γνωστή εφαρμήγή ισχύει ότι 1lnω ω≤ −  για κάθε 0ω > , με την ισότητα να 

ισχύει μόνή για 1ω = . 

 Άρα πρέπει ( )1 1ω f x≠ ⇒ ≠  και αφήύ ( )0 1f =   ( 0x =  θέση ήλικήύ μεγίστήυ) 

θα πρέπει 0x ≠ . 

 Επήμένως ( ) ( )0 0, ,x π π∈ − ∪ . 

 

Γ4. Ισχύει ( ) ( )( )y t f x t=   άρα ( ) ( )( ) ( )y t f x t x t′ ′ ′= ⋅ ⇒   

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )2

συν ημx t x t x t x t x t
y t

x t

′ ′⋅ ⋅ − ⋅
′⇒ = . 

 Για 
0

t t=  έχήυμε  ( ) ( )( ) ( )
( )
( )

0

0 0

0

0
0

, ,

x t π
M x t y t π

y t

 =
≡ ⇒ 

=
   και  

( ) ( )0
cm sec .x t x t π′ ′= =  

Άρα  ( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )
( )

0 0 0

0 02

0

συν ηµ⋅ −
′ ′⇒ = ⋅ ⇒

x t x t x t
y t x t

x t
 

 ( ) ( )
2ηµ 0

0 02 2
συν 1

συν ηµ
1cm sec.

=

=−

− −
′ ′⇒ = ⋅ ⇒ = = −y t y t

π

π

π π π

π

π π

 

 

 

ΘΕΜΑ � 

 

Δ1. Έχήυμε ότι ( )2 2
1 1( ) ( )f ΄ x x f x x x⋅ + = ⋅ + − . 

Διαιρήύμε με 2
1 0( )f x x⋅ + ≠  και έχήυμε  

( ) ( )
2

2

2 2

1
1 1

1 1

( ) ( )
ln ( )

( ) ( )

f ΄ x x x f΄ x x
f x x x

f x f xx x

′+ − ′
= ⇔ = − ⇔ = − +

+ +
 

ήπότε από συνέπειες Θ.Μ.Τ. έχήυμε  2
1ln ( ) .f x x x c= − + +  
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Για 0x =  έχήυμε: 2 1
0 0 0 1 1 0ln ( ) lnf c c c

e
= − + + ⇔ = − + ⇔ =  

Άρα 2
1ln ( )f x x x= − + . 

Επειδή  f  είναι παραγωγίσιμη στή  R   είναι και συνεχής και αφήύ  f (x) ≠ 0  η  f  

θα διατηρεί σταθερό πρόσημή στή  R . 

 

Όμως  
1

0 0( )f
e
= >   άρα  f (x) > 0,  x ∊  R . 

Άρα 
2

2 1
1ln ( ) ( ) x x

f x x x f x e
− +

= − + ⇒ =  για κάθε  x ∊  R . 

Η  f  είναι παραγωγίσιμη στή  R   με  

( ) ( )
2 2 2

2

1 2 1 1

2 2

1
1 1

1 1

( ) x x x x x x
x x x

f΄ x e x x e f x e

x x

− + − + − +
 ′ + −

′= ⋅ − + = ⋅ − ⇒ = ⋅ 
+ + 

. 

Όμως ισχύει  x2 + 1 > x2 για κάθε  x ∊  R   

2 2 2
1 1x x x x x x⇒ + > = ≥ ⇔ + >  

για κάθε  x ∊  R   ήπότε f ΄(x) > 0  για κάθε   x ∊  R   άρα  f ↥  στή R . 

Αφήύ  f  συνεχής στή R  ισχύει ότι: ( )( ) lim ( ), lim ( )
x x

f f x f x
→−∞ →+∞

=R  όπήυ  

2
1lim ( ) lim x x

x x

f x e
− +

→−∞ →−∞

= . Θέτω 2
1u x x= − +  και έχω  

( ) ( )2

2 2

1 1
1 1 1 1 2lim lim lim .

x x

x x x

x x x x x

x x

=−

→−∞ →−∞ →−∞

    
− + = − ⋅ + = + + = −∞ ⋅ = −∞     

     
 

Άρα 0lim ( ) lim u

x u

f x e
→−∞ →−∞

= =  και  

( )
( )

2

2 2

2

2

2

1

1

1

lim lim

lim

x x

x

x x

x x

x x

x

→+∞ →+∞

→+∞

− +
− + = =

+ +

=
2

x−

2 2

1 1 1
0 0

11 1
1 1 1

lim .

x x

x

x x x

x x

=

→+∞

− −
= = ⋅ =

 
+ + + +  

 

 

Άρα  0

0

1lim ( ) lim .u

x u

f x e e
→+∞ →

= = =  Οπότε  ( )0 1( ) ,f =R . 
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Δ2. Η εξίσωση 2
1 0

1υν 2
ln , ,

x

e π

x x

x

   
= + ∈   

  
  γράφεται ισήδύναμα:  

( ) ( )
2

2 2

1

συν 1 1 συν

συν συν συν 0

ln ln ln

( ) ( ) .

x

x x

e x x x x x

e x f x x f x x
− +

− = + ⇔ − + = ⇔

⇔ = ⇔ = ⇔ − =

 

Θεωρώ συν 0
2

( ) ( ) , ,
π

h x f x x x
 

= − ∈ 
 

 και έχω ότι  

ημ 0 γιά κάθε   0
2

( ) ( ) , ,
π

h΄ x f΄ x x x
 

= + > ∈ 
 

 άρα  h ↥ στή 0
2
,

π 
 
 

. Τότε  

 

0

2

1
0 1
1 1
, lim ( ), lim ( ) ,

πx
x

π π
h h x h x f

e
+
→

→

        = = −              

 αφήύ  

( )

( )

0 0

2 2

1
συν 0 συν0 1 και

συν συν
2 2 2

lim ( ) lim ( ) ( )

lim ( ) lim ( ) .

x x

π π

x x

h x f x x f
e

π π π
h x f x x f f

+ +

− −

→ →

→ →

= − = − = −

   
= − = − =   

   

 

Επειδή 
1

1 0
1

π
f

e

 
− < <  

 
 έχω ότι 0 0

2
,

π
h
  

∈   
  

 κα αφήύ  h ↥ στή 0
2
,

π 
 
 

 υπάρχει 

μήναδικό  0 0 συν
2
, : ( ) ( )
π

ρ h ρ f ρ ρ
 

∈ = ⇔ = 
 

.  

Άρα η εξίσωση 2
1

1υν
ln

x

e

x

x

 
= + 

 
 έχει μήναδική ρίζα 0

2
,

π
ρ

 
∈ 
 

. 

 

Δ3. Η εξίσωση ( ) ( ) ( ) ( )ημ ημF x F x f x f x− = −   γράφεται ισήδύναμα  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ημ ημ 1F x f x F x f x+ = + . 

Θεωρώ τη συνάρτηση ( ) ( ) ( )φ x F x f x= +  με  F, f  παραγωγίσιμες στή R   με  

( ) ( ) 0F x f x′ = >   και  ( ) 0f x′ > . 

Άρα  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0 για κάθε xφ x F x f x f x f x′ ′ ′ ′= + = + > ∈R . 

Δηλαδή η  φ  είναι γνησίως αύξήυσα στή R , άρα είναι και 1-1. 

Η εξίσωση (1) γράφεται:  ( ) ( )ημ ημφ x φ x x x= ⇔ =   πήυ ισχύει μόνή για 0x =  

(αφήύ ημx x≤  με την ισότητα να ισχύει μόνή για 0x = ). 
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Δ4. Αφήύ  F  παραγωγίσιμη στή  R   έχω ότι  F  παρ/μη και στή [0, e] και παρ/μη στή 

(0, e). 

Άρα από Θ.Μ.Τ. υπάρχει  ξ ∊ (0, e):  

( ) ( ) ( )0
1

0
( ) ( ) ( )

F e F F e
F΄ ξ F΄ ξ

e e

−

= ⇒ =

−

 

Όμως 2( ) ( ) ( )F΄ ξ f ξ=  

και  f ↥  στή R   ήπότε αφήύ  ξ > 0 
1

0 1( ) ( ) ( )f ξ f
e

> =  

Άρα από (1), (2) και (3) έχω: 
( )

( )
1

1
F e

F e
e e

> ⇒ > . 

 


