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ΤΑΞΗ: Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 

ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ: ΘΕΤΙΚΗ & ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΗ 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ 

 

Ηµεροµηνία: Κυριακή 3 Μαΐου 2015 

∆ιάρκεια Εξέτασης: 3 ώρες 

 

 

ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 

 

ΘΕΜΑ Α 

A.1. Σχολικό βιβλίο σελίδα 260-261. 

Α.2. Σχολικό βιβλίο σελίδα 246. 

Α.3. Σχολικό βιβλίο σελίδα 280. 

Α.4. 

i. Σωστό 

ii. Λάθος 

iii. Σωστό 

iv. Σωστό 

v. Λάθος 

 

 

ΘΕΜΑ Β 

Β.1. Έχουµε ότι:  
2

1 i 3 1 2i 3 3 2 2i 3 1 i 3

2 4 4 2

 − − − − − − −
= = = 

 
 και 

( )
3 2

1 31 i 3 1 i 3 1 i 3 1 i 3 1 i 3
1

2 2 2 2 2 2

    − +− − − − − −
= ⋅ = ⋅ = = −   

   
 οπότε 

( )

33
99 3

331 i 3 1 i 3
1 1

2 2

    − −
 = = − = −   
     

 

Επίσης 

2

1 i 1 2i 1
i

22

+ + − 
= = 

 
 οπότε ( )

50
100 2

12
50 4 21 i 1 i
i i i 1

2 2

 + +   
= = = ⋅ = −    
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Συνεπώς 

2 299 100

2 21 i 3 1 i
z z 4 z 1 z 1 4

2 2

 − + 
+ + − = ⇔ − + + = ⇔   

  
 

( )( ) ( )( )z 1 z 1 z 1 z 1 4 zz z z 1 zz z z 1 4− − + + + = ⇔ − − + + + + + = ⇔  

2

2zz 2 z 1 z 1= ⇔ = ⇔ = . 

Άρα ο γεωµετρικός τόπος της εικόνας του µιγαδικού z στο µιγαδικό επίπεδο 

είναι ο κύκλος (c) µε κέντρο Ο(0,0) και ακτίνα ίση µε 1, δηλαδή (c): 2 2
x y 1+ =  

 

2
ος

 τρόπος 

Έχουµε ότι:  
33

99 2 33

1 i 3 1 i 3 1 i 3

2 2 2

      − − −
 = =     
       

 

33 33 33 33

1 2i 3 3 1 i 3 2 2i 3 1 i 3

4 2 4 2

       − − − − − −
= = =       
       

 

33 33 33

1 i 3 1 i 3 1 i 3 1 i 3

2 2 2 2

     − − − − − −
= = ⋅ =     
     

 

33
2 332 2

1 i 3 1 3
1

4 4

 − + 
 = − = − = −     

 

Επίσης 

( )
50 50100 2 2

12
50 4 21 i 1 i 1 2i i
i i i 1

22 2

   + + + +   
= = = = ⋅ = −      

         

Συνεπώς 

 

( )( ) ( )( )2 2

z 1 z 1 4 z 1 z 1 z 1 z 1 4 z 1− + + = ⇔ − − + + + = ⇔ =

  

Β.2. Ισχύει ότι:  

2w z 2z w 4 0 2w z 2z w 4⋅ − − + = ⇔ ⋅ − = − ⇔  

( )2z w 1 w 4 2 z w 1 w 4⇔ − = − ⇒ − = − ⇒  

2 2

2 1 w 1 w 4 4 w 1 w 4⇒ ⋅ ⋅ − = − ⇔ − = − ⇔  

( )( ) ( )( )4 w 1 w 1 w 4 w 4− − = − − ⇔  

( )4 ww w w 1 ww 4w 4w 16− − + = − − + ⇔  

4ww 4w− 4w− 4 ww 4w+ = − 4w− 16+ ⇔  
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2

3ww 12 w 4 w 2⇔ = ⇔ = ⇔ = . 

 

Β.3. i. Αφού οι εικόνες των µιγαδικών z1, z2, z3 ανήκουν στον κύκλο (C) ισχύει ότι 

1 2 3
z z z 1= = =  οπότε 

22 2

1 2 3 1 1 2 2 3 3
z z z 1 z z z z z z 1= = = ⇔ = = =  

συνεπώς. 
1 2 3

1 2 3

1 1 1
z , z z

z z z
= = και =

.

. Έχουµε ότι 

1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3 1 2 2 3 1 3

1 2 3 1 2 3

z z z z z z z z z z z z z z z z z z
t

1 z z z 1 z z z

 + + + + + + + + ⋅ + ⋅ + ⋅
= = = 

+ + ⋅ ⋅   

2 3 1 3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

z z z z z z z z z1 1 1 1 1 1

z z z z z z z z z z z z
t

1 1 1 z z z 1
1

z z z z z z

⋅ + ⋅ + ⋅ + + +
+ + + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= =

⋅ ⋅ +
+ ⋅ ⋅

⋅ ⋅

άρα t .∈R  
 

ii. Ισχύει 1 1 11

2 2 2 2

z w z w z wz w 1 2
3

w z w z w z 2 1w z

− + +− +
= ≤ ≤ = =

− − − −−
 

και  

1 111

2 2 2 2

z w z wz w 1 2z w 1

w z w z w z w z 2 1 3

− −− −−
= ≥ ≥ = =

− − − + +

 άρα 1

2

1 z w
3

3 w z

−
≤ ≤

−

 

 

2
ος

 Τρόπος 

Ισχύει 
1 1 1 1
z w z w z w 1 z w 3− ≤ − ≤ + ⇔ ≤ − ≤  και 

2 2 2 2

2

1 1
w z w z w z 1 w z 3 1

3 w z
− ≤ − ≤ + ⇔ ≤ − ≤ ⇔ ≤ ≤

−

 

Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη και έχουµε 

1

2

1 z w
3

3 w z

−
≤ ≤

−

 

 

ΘΕΜΑ Γ 

Γ.1. Παρατηρούµε ότι για κάθε x 1> −  έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

f x f x ln x 1 3 f x f x ln x 1 3
x 1 x 1

′ ′− = − + − ⇔ − − + + = − ⇔
+ +

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x ln x 1 f x ln x 1 3 1
′ − +  −  − +  = −    .  

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( ) ( ) ( )F x f x ln x 1 2= − + . Τότε η (1) γίνεται: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
x

e 0
x x x x x

F x F x 3 F x e F x e 3e F x e 3e

−

≠

− − − − −′ ′′ ′− = − ⇔ ⋅ − ⋅ = − ⇔ ⋅ = .  

Τότε ( ) ( )
( )

( ) ( )
2

x x x x
F x e 3e c F x 3 ce f x ln x 1 3 ce

− −

⋅ = + ⇔ = + ⇔ − + = +  

Για x 0=  έχουµε ( ) ( ) 0
f 0 ln 0 1 3 ce 2 3 c c 1− + = + ⇔ = + ⇔ = − .  

Άρα ( ) ( )x

f x 3 e ln x 1= − + + . 

 

2ος Τρόπος 

 

Για κάθε x 1> −  έχουµε 

( ) ( ) ( )
1

f x f x ln x 1 3
x 1

′ − = − + − ⇔
+  

( ) ( ) ( )x x x x x
1

e f x e f x e e ln x 1 3e
x 1

− − − − −′⇔ ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ + − ⇔
+  

( ) ( ) ( ) ( )x x x x

e f x e ln x 1 3e c f x ln x 1 3 c e
− − − −

⋅ = ⋅ + + + ⇔ = + + + ⋅  

Για x 0=  έχουµε ( ) ( ) 0
f 0 ln 0 1 c e 2 3 c c 1= + + ⋅ ⇔ = + ⇔ = − . 

Άρα ( ) ( )x

f x 3 e ln x 1= − + + . 

 

Γ.2. α. Έχουµε ( ) ( ) ( )x x

e ln x 1 3 3 e ln x 1 0 f x 0− + = ⇔ − + + = ⇔ =   

Είναι: 

( ) x
1

f x e
x 1

′ = − +
+

 και ( )
( )

x

2

1
f x e 0

x 1

′′ = − − <

+

. 

Άρα η f ′ είναι γνησίως φθίνουσα και ισχύει ( ) 0 1
f 0 e 0

0 1

′ = − + =
+

. 

Τότε  

• Για ( ) ( ) ( )x 0 f x f 0 f x 0′ ′ ′< ⇔ > ⇔ >  

• Για ( ) ( ) ( )x 0 f x f 0 f x 0′ ′ ′> ⇔ < ⇔ <  
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Σύνολο τιµών 

• Αν ( ]1
x A 1,0∈ = −  τότε επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα και συνεχής 

ισχύει ( ) ( ]( ) ( ) ( )( ( ]1
x 1

f A f 1,0 lim f x ,f 0 ,2
+

→−

= − = = −∞  
γιατί 

( ) ( )( )x

x 1 x 1

lim f x lim 3 e ln x 1
+ +

→− →−

= − + + = −∞  και ( )f 0 2=  

• Αν [ )2
x A 0,∈ = +∞  τότε επειδή η f είναι γνησίως φθίνουσα και συνεχής 

ισχύει ( ) [ )( ) ( ) ( )( ( ]2
x

f A f 0, lim f x ,f 0 ,2
→+∞

= +∞ = = −∞
  

γιατί  

( ) ( )( )
( )

x x x

x
x x x

ln x 1
lim f x lim 3 e ln x 1 lim e 3e 1

e

−

→+∞ →+∞ →+∞

 + 
= − + + = − + = −∞ 

 
  

όπου 
( )

x x
x DLH x

ln x 1 1 1
lim lim 0 0 0

e x 1 e

∞

∞

→+∞ →+∞

+

= ⋅ = ⋅ =

+

 και x

x

lim e 0
−

→+∞

=  

Άρα υπάρχουν ( )1
1,0ρ ∈ −

 
και ( )2

0,ρ ∈ +∞  µοναδικά (λόγω µονοτονίας) 

τέτοια ώστε ( ) ( )1 2
f f 0ρ = ρ = ,δηλαδή η εξίσωση ( )x

e ln x 1 3− + =
 

έχει 

ακριβώς δύο ετερόσηµες ρίζες 
1 2
ρ ,ρ  στο διάστηµα ( )1,− +∞ . 

 

β. Είναι 

( ) ( ) ( )x 3 x 3 3
3 ln x 1 e x 3 e ln x 1 x 0 f x x 0+ + = + α ⇔ − + + −α = ⇔ −α =  

Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( ) 3
k x f x x= −α  

Για την συνάρτηση k ισχύουν: 

• Είναι συνεχής στο διάσηµα [ ]1 2
,ρ ρ  ως άθροισµα συνεχών 

συναρτήσεων. 

( ) ( ) 3 3

1 1 1 1
k fρ = ρ −αρ = −αρ  

( ) ( ) 3 3

2 2 2 2
k fρ = ρ −αρ = −αρ  

Τότε ( ) ( ) ( )2 3 3

1 2 1 2
k k 1ρ ⋅ ρ = α ρ ρ  

• Αν 0α =  τότε ( ) ( )
( )

( )
1 1

1 2

2 2

k 0 ί
k k 0

k 0 ί

 ρ = ⇔ ρ ρ ζα
ρ ⋅ ρ = ⇔ 

ρ = ⇔ ρ ρ ζα
 

• Αν 0α ≠  τότε ( ) ( )1 2
k k 0ρ ⋅ ρ < , από τη σχέση (1) γιατί 

1 2
ρ ρ < 0 . 

Από Θ. Bolzano υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )1 2
,ρ∈ ρ ρ  ώστε ( )k 0ρ =  

Τελικά υπάρχει τουλάχιστον µια λύση στο διάστηµα [ ]1 2
,ρ ρ . 
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γ. Παρατηρούµε ότι: 

( ) ( ) ( )x 1 x 1
ln ln x 1 e ln x x ln ln x 1 x 3 ln x 1 1 e 3

− −

+ + > + ⇔ + − + > − + − + ⇔

( ) ( )
f . ί .

f ln x f x 1 ln x x 1

γνησ ϕθ ν

> − ⇔ < −  (από το ερώτηµα (α)) 

που ισχύει για κάθε x > 1, λόγω εφαρµογής 2 του σχολικού σελίδα 266. 

 

Γ.3. Είναι 
 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )x

x

x x x

2 3 e ln x 1 ln x 12 f x ln x 1 e 1
G x

x e 1 x e 1 x e 1

− − + + + +− + + −
= = =

⋅ + ⋅ + ⋅ +

 

Τότε  

( )
( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

( )

x x x x x x x x x

2 2
x x

e 1 x e 1 e 1 x e 1 e x e 1 e 1 e x e
G x

x e 1 x e 1

′ ′
− ⋅ + − − ⋅ + ⋅ + − − + ⋅

′ = = =

⋅ + ⋅ +

 

( )
( ) ( )( )

( )

x xx x x

2
x

e x ee x e 1 e 1 1 x

G x

x e 1

  ⋅⋅ + − − + ′ = =
⋅ +

x x
1 e x e+ − − ⋅( )
( )

( )

( )

x x

2 2
x x

1 x e x e 2

x e 1 x e 1

+ + − +
=

⋅ + ⋅ +

Είναι 

( )

x

2
x

e
0

x e 1

>

⋅ +

 για κάθε x∈R . 

Θεωρούµε τη συνάρτηση
 

( ) x

g x x e 2, x= − + ∈R , οπότε 

( )
( )

( )
x

2
x

e
G x g x

x e 1

′ = ⋅

⋅ +

 

Είναι  

• ( ) x

g x 1 e′ = −
 
και αν

 
( ) x x

g x 0 1 e 0 e 1 x 0′ = ⇔ − = ⇔ = ⇔ =
 

• Αν ( ) x x
g x 0 1 e 0 e 1 x 0′ > ⇔ − > ⇔ < ⇔ < . Άρα η g είναι γνησίως 

αύξουσα. 

• Αν ( ) x x
g x 0 1 e 0 e 1 x 0′ < ⇔ − < ⇔ > ⇔ > . Άρα η g είναι γνησίως 

φθίνουσα. 

Για κάθε x 1> −  έχουµε: 

 

 
 

Η g παρουσιάζει µέγιστη τιµή την ( )g 0 1= . 
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Σύνολο τιµών της g 

 

• Αν ( ]1
x A 1,0∈ = −  τότε επειδή η g είναι γνησίως αύξουσα ισχύει 

( ) ( ]( ) ( ) ( )(1
x 1

1
g A g 1,0 limg x ,g 0 1 ,1

e→−

 = − = = −   
 γιατί 

( ) ( )x

x 1 x 1

1
lim g x lim x e 2 1 0

e→− →−

= − + = − >  

Τότε δεν υπάρχει λύση γιατί ( ) ( )g x 0 G x 0′≠ ⇒ ≠  για κάθε ( ]x 1,0∈ − . 

 

• Αν [ )2
x A 0,∈ = +∞  τότε η g είναι γνησίως φθίνουσα και ισχύει 

( ) [ )( ) ( ) ( )( ( ]2
x

g A g 0, lim g x ,g 0 ,1
→+∞

= +∞ = = −∞
  

γιατί  

( ) ( )
x

x

x x x

e 1
lim g x lim x e 1 lim x 1

x x→+∞ →+∞ →+∞

 
= − + = − + = −∞ 

 
 όπου 

x x

x DLH x

e e
lim lim

x 1

∞

∞

→+∞ →+∞

= = +∞  και 
x

lim x
→+∞

= +∞  

Τότε υπάρχει µοναδικό 
0

x 0>  τέτοιο ώστε ( ) ( )0 2
g x 0 g A= ∈  

Για ( ) ( ) ( ) ( )
g . ί .

0 0
x x g x g x g x 0 G x 0

γνησ ϕθ ν

′< ⇔ > ⇔ > ⇔ >  

Για ( ) ( ) ( ) ( )
g . ί .

0 0
x x g x g x g x 0 G x 0

γνησ ϕθ ν

′> ⇔ < ⇔ < ⇔ <  

Άρα η G είναι γνησίως αύξουσα στο διάστηµα [ ]00, x , γνησίως φθίνουσα 

στο [ )0
x ,+∞  και ( )0G x  είναι τοπικό µέγιστο (µοναδικό). 

Από την σχέση ( )0g x 0=
 
έχουµε

 
0 0

x x

0 0
x e 2 0 e x 2− + = ⇔ = + . 

 

ΘΕΜΑ ∆ 

∆.1. α. Έχουµε  

( ) ( ) ( )x

G ' x G x e f x= + ⋅  για κάθε [ )x 0,∈ +∞  και η G'  είναι 

παραγωγίσιµη ως άθροισµα παραγωγίσιµων συναρτήσεων της G και του 

γινοµένου ( )x
e f x⋅  (εκθετική και από υπόθεση ) µε παράγωγο 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x x x x

G x G x e f x e f x G x e f x e f x e f x′′ ′ ′ ′= + ⋅ + ⋅ = + ⋅ + ⋅ + ⋅ =

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x x

x x x x

0 0

e f t dt 2e f x e f x e f t dt 2f x f ' x 0
 ′= + + = + + > 
 ∫ ∫

 
διότι  
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2x 2x 2x 2x
H x e f x e f x e f x e 2f x f x

′ ′′ ′ ′= ⋅ = ⋅ + ⋅ = +  

Αλλά η συνάρτηση Η είναι γνησίως αύξουσα οπότε ισχύει ( )H x 0′ ≥ . 

(Σχόλιο σχ. βιβλίου 254). 

Άρα ( ) ( )( ) ( ) ( )
2x
e 0

2x
e 2f x f x 0 2f x f x 0

>

′ ′+ ≥ ⇔ + ≥  (1) 

Επίσης για ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
H . ύ

0
t 0 H t H 0 H t e f 0 H t 1 0

γν α ξ

> ⇒ > ⇒ > ⇒ > > ⇒  

( ) ( ) ( )
x

2t

0

e f t 0 f t 0 f t dt 0⋅ > ⇒ > ⇒ >∫  (2). 

Από (1) και (2) µε πρόσθεση έχουµε ( ) ( ) ( )
x

0

f t dt 2f x f x 0′+ + >∫  

Άρα η συνάρτηση G είναι κυρτή στο ( )0,+∞ . 

 

β. • η συνάρτηση G είναι συνεχής στο διάστηµα [ ]0,x  

• παραγωγίσιµη στο διάστηµα ( )0,x  µε ( ) ( ) ( )
x

x x

0

G x e f x e f t dt′ = ⋅ + ⋅ ∫  

Σύµφωνα µε το Θ.Μ.Τ. υπάρχει τουλάχιστον ένα ( )0,xξ∈  ώστε 

( )
( ) ( ) ( )G x G 0 G x

G
x x

−
′ ξ = =  

• Αφού η G είναι κυρτή η G'  είναι γνησίως αύξουσα. Άρα για: 

( ) ( ) ( )0 x G 0 G G x′ ′ ′< ξ < ⇔ < ξ < ⇔
 

( ) ( )
( )

( )0
G x

G 0 e f 0 G x
x

′⇔ + < < ⇔

 ( )
( ) ( ) ( )

x 0G x
1 G ' x x G x x G' x

x

>

⇔ < < ⇔ < < ⋅  για κάθε ( )x 0,∈ +∞  . 

2
ος

 Τρόπος 

Θεωρούµε τις παραγωγίσιµες συναρτήσεις ( ) ( )x G x xϕ = −  µε 

( ) ( )x G x 1′ ′ϕ = −  και την ( ) ( ) ( )h x x G x G x′= ⋅ −  µε 

( ) ( )h x G x′ ′= ( ) ( )x G x G x′′ ′+ ⋅ − ( )x G x′′= ⋅ . 

• Για ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
G . ύ .

x 0 G x G 0 G x 1 G x 1 0 x 0

′ γν α ξ

′ ′ ′ ′ ′> ⇒ > ⇔ > ⇔ − > ⇔ ϕ >  

Εποµένως η συνάρτηση φ είναι γνησίως αύξουσα οπότε έχουµε: 

Για ( ) ( ) ( ) ( )x 0 x 0 G x x 0 G x x> ⇔ ϕ > ϕ ⇔ − > ⇔ >  (3) 

• Ισχύει ( ) ( )h x x G x 0′ ′′= ⋅ >   

Εποµένως η συνάρτηση h είναι γνησίως αύξουσα οπότε έχουµε: 
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ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ΣΕΛΙ∆Α: 9 ΑΠΟ 14 
 

Για ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x 0 h x h 0 h x 0 x G x G x′> ⇔ > ⇔ > ⇔ ⋅ >  (4) 

Από τις σχέσεις (3) και (4) προκύπτει ( ) ( )x G x x G x′< < ⋅  

 

γ. Επιπλέον ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( )G x x G' x x G' x G x 0< ⋅ ⇒ ⋅ − >
 
για κάθε ( )x 0,∈ +∞ .  

Η συνάρτηση ( ) ( ) ( )h x x G x G x′= ⋅ −  είναι συνεχής συνάρτηση διότι  

• Η συνάρτηση ( )1
H x x=  είναι συνεχής ως πολυωνυµική  

• Η συνάρτηση G '  αφού ορίζεται η G '' , όπως και η G  που αναφέρεται 

παραπάνω είναι συνεχείς. Εποµένως η ( )h x  είναι συνεχής για κάθε 

( )x 0,∈ +∞  και ( )0
x 0,1∈ . 

Έχουµε: 

( ) ( )
0

1

x

h x 0 h x dx 0> ⇒ > ⇔∫  (γιατί η h δεν είναι πάντα µηδέν).  

( ) ( )( )
0

1

x

x G x G x dx 0′⇔ ⋅ − > ⇔∫  

( ) ( )
0 0

1 1

x x

x G x dx G x dx 0′⇔ ⋅ − > ⇔∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

1 1
1

x
x x

x G x x G x dx G x dx 0
′⇔  ⋅  − ⋅ − > ⇔  ∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1 1

0 0
x x

G 1 x G x G x dx G x dx 0⇔ − ⋅ − − > ⇔∫ ∫  

( ) ( ) ( )
0

1

0 0
x

G 1 x G x 2 G x dx⇔ − ⋅ > ⇔∫  

( )
( ) ( )

0

1

0 0

x

G 1 x G x
G x dx

2

− ⋅

⇔ <∫ . 

 

∆.2. Έχουµε  

( )
x

2

0

x 0

x f t dt x
0

lim
x x 0→

⋅ −

=
−ηµ

∫
 

γιατί 

Η συνάρτηση ( )1
f x x=  είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική. 

Η f είναι συνεχής ως παραγωγίσιµη οπότε η ( ) ( )
x

2
0

f x f t dt= ∫ είναι 

παραγωγίσιµη. 

Η συνάρτηση ( ) 2

3
f x x=  είναι παραγωγίσιµη ως πολυωνυµική. 
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Η συνάρτηση ( ) ( ) ( )
x x

4
0 0

f x x f t dt x f t dt= ⋅ = ⋅∫ ∫  είναι παραγωγίσιµη ως 

γινόµενο παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 

Η συνάρτηση ( ) ( )
x

2

5
0

f x x f t dt x= ⋅ −∫  είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 

Η συνάρτηση ( )6
f x x= ηµ  είναι παραγωγίσιµη ως τριγωνοµετρική. 

Η συνάρτηση ( )
7
f x x x= −ηµ  είναι παραγωγίσιµη ως διαφορά 

παραγωγίσιµων συναρτήσεων. 

Άρα οι συναρτήσεις 
5
f  και 

7
f  είναι παραγωγίσιµες και έχουµε 

( )
x

2

x 0 0

lim x f t dt x 0
→

 
⋅ − = 

 ∫  και ( )
x 0

lim x x 0
→

−ηµ =  

Εποµένως έχουµε απροσδιόριστη µορφή 
0

0

 
 
 

 και οι συναρτήσεις είναι 

παραγωγίσιµες κοντά στο µηδέν. Για την άρση της απροσδιοριστίας το όριο 

κοντά στο µηδέν γράφεται 

( ) ( ) ( )
x

x x

2 2

0
0 0

x 0 x 0 x 0

x f t dt xx f t dt x x f t dt x

lim lim lim
x x x x x x→ → →

 ⋅ −⋅ − ⋅ −  
 = = =

−ηµ −ηµ −ηµ

∫∫ ∫
 

( )
x

3

0

2
x 0

f t dt x
x 2015

lim 6 2015
x x x 6→

−

= ⋅ = ⋅ =
−ηµ

∫
 

γιατί µε εφαρµογή του κανόνα De L’ Ηospital αφού ισχύουν οι προϋποθέσεις του 

έχουµε:

( )

( )

( )

( )

0 0
3 2

3 2
0 0

x 0 DLH x 0 x 0 DLH x 0 x 0

x 3xx 3x 6x
lim lim lim lim lim 6

x x 1 x x
x x 1 x

→ → → → →

′ ′

= = = = =
−ηµ −συν ηµ′ ′−ηµ −συν

 

• 
( ) ( )

( )

( )
x x

x
0

0
0 0

0

2
x 0 DLH x 0 x 0

2

f t dt x f t dt 1f t dt x

lim lim lim
x 2x

x
→ → →

′ ′   
− −−    

   = = =
′

∫ ∫∫
 

( ) ( ) ( )
( )

x 0 x 0

f x 1 f x f 01 1 1 2015 2015
lim lim f 0

2x 2 x 0 2 2 3 6→ →

− −
′= = ⋅ = ⋅ = ⋅ =

−  
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2
ος

 Τρόπος 

Έχουµε  

( ) ( ) ( )

( )

x
x x

02 2

0
0

0 0

x 0 x 0 DLH x 0

x f t dt 2xx f t dt x x f t dt x

lim lim lim
x x x x

x x
→ → →

′ ⋅ −⋅ − ⋅ −  
 = = =

−ηµ − ηµ ′− ηµ

∫∫ ∫
 

 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

0 0

x 0 x 0

x f x f t dt 2x f t dt x
x f x x

lim lim
1 x 1 x 1 x→ →

 
⋅ + − − ⋅ −

= = + = 
− συν −συν −συν 

 

∫ ∫
 

( ) ( )
x

2

0

2
x 0

f t dt x
x f x x x

lim
x 1 x 1 x→

 
− ⋅ −

= ⋅ + = 
− συν −συν 

 

∫
 

( ) ( )
x

2

0

x 0

f t dt x
f x 1 x 2015 2015

lim 2 2015
x 1 x 1 x 3 3→

 
− −

= ⋅ + = ⋅ + = 
−συν −συν 

 

∫
 

γιατί µε εφαρµογή του κανόνα De L’ Hospital αφού ισχύουν οι προϋποθέσεις 

του έχουµε: 

• 
( ) ( ) ( )

( )
x 0 x 0

f x 1 f x f 0 2015
lim lim f 0

x x 3→ →

− −
′= = = , 

• 
( )

( )

0
2

2
0

x 0 DLH x 0 x 0 x 0

xx 2x 2 2
lim lim lim lim 2

x1 x x 1
1 x

x

→ → → →

′

= = = = =
ηµ−συν ηµ′− συν

 

• 
( ) ( ) ( ) ( )

( )

x
0

0
0

x 0 DLH x 0 x 0

f t dt x
f x 1 f x f 0 x 2015

lim lim lim f 0 1
1 x x x x 3→ → →

− − −
′= = ⋅ = ⋅ =

−συν ηµ ηµ

∫
 

 

∆.3. Θεωρούµε τη συνάρτηση ( ) ( )
x 1

x

F x G t dt

+

= ∫  η οποία ορίζεται στο [ )0,+∞  

αφού η G είναι συνεχής σε αυτό και οι συναρτήσεις x, x+1 έχουν πεδίο 

ορισµού το ℝ  και θα πρέπει: 

x

x 0 x 0

x 1 0

∈ 


≥ ⇒ ≥
+ ≥ 

R

. 
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ΤΑ ΘΕΜΑΤΑ ΠΡΟΟΡΙΖΟΝΤΑΙ ΓΙΑ ΑΠΟΚΛΕΙΣΤΙΚΗ ΧΡΗΣΗ ΤΗΣ ΦΡΟΝΤΙΣΤΗΡΙΑΚΗΣ ΜΟΝΑ∆ΑΣ ΣΕΛΙ∆Α: 12 ΑΠΟ 14 
 

Άρα το [ )F
D 0,= +∞  και είναι παραγωγίσιµη σε αυτό µε παράγωγό που 

ορίζεται ως εξής: 

Έστω [ )0,α∈ +∞ . Τότε  

( ) ( ) ( )
x 1 x

F x G t dt G t dt
+

α α

= − ⇒∫ ∫
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )F x G x 1 x 1 ' G x G x 1 G x′⇒ = + + − = + −  

• Η F συνεχής και παραγωγίσιµη στο [ ] [ )x, x 1 0,+ ⊆ +∞ . Εποµένως ισχύουν 

οι προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ για την F στο διάστηµα [ ]x, x 1+  οπότε 

υπάρχει ένα τουλάχιστον ( )x,x 1ξ∈ +  τέτοιο ώστε 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
x 2 x 1

x 1 x

F x 1 F x
F F x 1 F x G t dt G t dt

x 1 x

+ +

+

+ −
′ ξ = = + − = −

+ − ∫ ∫  

 

• Μονοτονία της F'  

Έχουµε: ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )F x G x 1 x 1 G x G x 1 G x 0
′′′ ′ ′ ′ ′= + + − = + − >  για 

κάθε στο[ )0,+∞  αφού στο ∆1 δείξαµε ότι η G είναι κυρτή άρα η G'  είναι 

γνησίως αύξουσα και ισχύει: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
G ' . ύ .

x x 1 G x G x 1 G x 1 G x 0 F x 0

γν α ξ

′ ′ ′ ′ ′′< + ⇒ < + ⇒ + − > ⇔ >   

οπότε η F′ είναι γνησίως αύξουσα. 

 

• ∆ιάταξη  

Ισχύει ότι: 

( ) ( ) ( )
F . ύ .

x,x 1 x x 1 x 1 F F x 1

′ γν α ξ

′ ′ξ∈ + ⇔ < ξ < + ⇒ξ < + ⇒ ξ < + ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )
x 2 x 1

x 1 x

G t dt G t dt G x 2 G x 1

+ +

+

⇔ − < + − + ⇔∫ ∫  

( ) ( ) ( ) ( )
x 2 x 1

x 1 x

G x 1 G t dt G x 2 G t dt
+ +

+

⇔ + + < + +∫ ∫  

 

2
ος

 Τρόπος 

 

Θεωρούµε την συνάρτηση ( ) ( ) ( )
x 1

x

x G x 1 G t dt , x 0
+

ω = + − >∫ .  

Έχουµε για ( )0,α∈ +∞  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x 1 x 1 x

x

x G x 1 G t dt G x 1 G t dt G t dt

+ +

α α

′ ′   ′ ′ ′ω = + − = + − − =   
   ∫ ∫ ∫  
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