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ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ 
 
ΘΕΜΑ Α 
Α.1. Βλέπε απόδειξη (1) σελ.175 σχολικού βιβλίου 
 
Α.2.  α) Βλέπε τον ορισµό στη σελίδα 35 σχολικού βιβλίου. 

β) Βλέπε τον ορισµό στη  σελίδα 74 σχολικού βιβλίου. 
 
Α.3. α) Σωστό -  (βλέπε σελίδα 130 σχολικού βιβλίου). 

β) Σωστό -  (βλέπε σελίδα 174 σχολικού βιβλίου). 
γ) Λάθος - (βλέπε σελίδα 75 σχολικού βιβλίου). Το σωστό είναι 

{ }1 x | συνx 0= ≠ℝ   
δ) Λάθος -  (βλέπε σελίδα 44 σχολικού βιβλίου).  Το σωστό είναι ότι 

µετατοπίζεται προς τα αριστερά. 
ε) Σωστό -  (βλέπε σελίδα 164 σχολικού βιβλίου). 

 
 
ΘΕΜΑ Β 
Β.1. Αφού το x + 1 = x – (–1) είναι παράγοντας του P(x), από γνωστό θεώρηµα 

ισχύει P(–1) = 0.   Έχουµε:  
 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 22 -1 + α+β -1 + 2α+5β -P -1 = 00 1 +3=⇔  

( ) ( )2 -1 + α+β 1- 2α -5β+3 = 0⇔ ⋅  
-2+α +β - 2α -5β +3 = 0⇔  
-α -4β +1= 0⇔  
α + 4β =1⇔                                                                   (1) 

 
Αφού το υπόλοιπο της διαίρεσης P(x): (x – 2) ισούται µε –9, από γνωστό 
θεώρηµα ισχύει: P(2) = – 9. Έχουµε: 
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( ) ( ) ( )3 2P 2 = -9 2 2 + α +β 2 + 2α +5β 2+3 = -9⇔ ⋅ ⋅ ⋅  
( ) ( )2 8+4 α+β +2 2α +5β +3= -9⇔ ⋅  

16+ 4α + 4β + 4α +10β +3 = -9⇔  
8α +14β = -9-16 -3⇔  (απλοποιούµε µε το 2) 
4α +7β = -14⇔                                                             (2) 

 
Λύνουµε το σύστηµα των (1),(2): 
 

( )
α =1- 4βα + 4β =1 α =1-4β

4α +7β = -14 4 -16β +7β = -144 1-4β +7β = -14
 ⇔ ⇔   

 
 

α =1-4β α =1-4 2 α = -7
-9β = -18 β = 2 β = 2

⋅  ⇔ ⇔ ⇔      
 
Β.2. Για α = -7 και β = 2 το πολυώνυµο P(x) γράφεται: 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 2P x = 2x + -7+ 2 x + 2 -7 +5 2 x +3 P x = 2x -5x - 4x +3 ⋅  ⇔   
 
α) Είναι  P(x) = 0 2x -5x - 4x +3 = 0� �⇔  

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα ακεραίων ριζών οι πιθανές ακέραιες ρίζες της 
εξίσωσης, είναι οι διαιρέτες του σταθερού όρου 0α = 3 ,  δηλαδή οι αριθµοί 
±1,±3  
Από το ερώτηµα (Β1) ισχύει P(–1) = 0, δηλαδή το –1 είναι ρίζα του P(x), 
οπότε εφαρµόζοντας το σχήµα Horner για ρ = – 1 έχουµε: 
 

2 -5 -4 3 ρ= –1 
 -2 7 -3  
2 -7 3 0  

 
Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∆ x = δ x π x P x = x -ρ π x⋅ ⇔ ⋅  
ή 

( )( )3 2 22x -5x -4x +3 = x +1 2x -7x +3  
Τότε η εξίσωση γίνεται:  
( )( )2x +1 2x -7x +3 = 0 x +1= 0⇔    ή   22x -7x +3= 0  

x = -1⇔    ή   1x
2
=    ή   x = 3 
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 β) 
 

 
 
 
 
 
Η ταυτότητα της διαίρεσης είναι: 

( )( ) ( )3 2 22x 5x 4x 3 x 1 2x 5 2x 2− − + = − − + − −  
γ) Από το (α) ερώτηµα έχουµε ( ) ( )( )2P x x 1 2x 7x 3= + − +  και από το (β) 

ερώτηµα έχουµε ότι υ(x) = –2x – 2 = –2 (x + 1). 
Για να ορίζεται η ανίσωση ( )

( )
υ x

0
P x

≥  πρέπει  

( ) ( )( )2P x 0 x 1 2x 7x 3 0≠ ⇔ + − + ≠  

x 1⇔ ≠  και 1x
2
≠  και x 3≠   

Τότε:  
 
( )
( )

( )
( )( )2

2
2

υ x 2 x 1
0 0

P x x 1 2x 7x 3
2 0 2x - 7x +3 < 0

2x 7x 3

− +
≥ ⇔ ≥ ⇔

+ − +

−⇔ ≥ ⇔
− +

 

Το πρόσηµο του 22x 7x 3− + φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα: 
 

x 1                                         3                   +
2

−∞ ∞  

2x2 – 7x + 3 + – + 
 
Άρα οι λύσεις της ανίσωσης είναι 1 x 3

2
< <  

 

3 2 2x 5x 4x 3− − +  2x -1 
3-2x           + 2x  2x -5  

2        -5x - 2x +3  
2          5x        −�   
2x 2���������������� − −   

����
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ΘΕΜΑ Γ 
Γ.1. Απλοποιούµε τους συντελεστές των αγνώστων του συστήµατος, µε αναγωγή 

τους στο 1ο τεταρτηµόριο: 

 

( )

( ) ( ) ( )

ηµ π θ ηµθ
συν( θ) συνθ

πηµ θ συνθ2
ηµ θ π ηµ π θ ηµ π θ ηµθ

+ = −
− =

 − =  
− = − −  = − − = − 

 

 
Τότε το αρχικό σύστηµα γίνεται: 
 

ηµθx συνθy 1
συνθx ηµθy 1
− + = + =  

 
Υπολογίζουµε τις ορίζουσες του συστήµατος: 

( )2 2 2 2

x

y

 -ηµθ συνθ D ηµ θ συν θ ηµ θ συν θ 1 0 συνθ ηµθ
 1     συνθ D ηµθ συνθ 1      ηµθ

ηµθ 1 D ηµθ συνθσυνθ 1

= = − − = − + = − ≠

= = −

−
= = − −

 

Αφού D 0≠  το σύστηµα έχει µοναδική λύση 
( ) ( )yx DD ηµθ συνθ ηµθ συνθx,y , x, y ,D D 1 1

  − − − = ⇔ = ⇔   − −    

( ) ( )x,y συνθ ηµθ, συνθ ηµθ⇔ = − +  
 
Γ.2. α) Η ( ) ( )αf x 10 3 συνx 4= − −  είναι της µορφής ( )f x ρσυνx c= +  µε 

αρ 10 3= −  και c 4= − . 
Η µέγιστη τιµή της f(x) είναι αρ c 10 3 4+ = − − , οπότε: 
α α α10 3 4 3 10 3 3 4 10 3 7− − = ⇔ − = + ⇔ − =  
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α α α

α 1

α α

10 3 7 10 4 (αδύνατη αφού 10 0)
ή ή 10 10 α 1

10 3 7 10 10

 − = − = − > ⇔ ⇔ ⇔ = ⇔ =  − = = 
 

β) Έχουµε: 
( )xy f θ xy 7συνθ 4= ⇔ = −  

( )( )συνθ ηµθ συνθ ηµθ 7συνθ 4⇔ − + = −  

( )
2 2

2 2

συν θ ηµ θ 7συνθ 4
συν θ 1 συν θ 7συνθ 4

⇔ − = −

⇔ − − = −
 

2 2

2

συν θ 1 συν θ 7συνθ 4 0
2συν θ 7συνθ 3 0

⇔ − + − + =

⇔ − + =
 

 
Θέτουµε συνθ = ω µε 1 ω 1− ≤ ≤ , οπότε η εξίσωση γίνεται 

22ω 7ω 3 0− + = . Οι ρίζες της είναι  ω = 3 (απορρίπτεται) και  1ω
2
= .  

Τότε: 
πθ 2κπ 31 1 πω συνθ συνθ συν ή κ2 2 3 πθ 2κπ 3

 = += ⇔ = ⇔ = ⇔ ∈ = −

ℤ  

 
ΘΕΜΑ ∆ 
∆.1. Είναι ( )2 2ln 2e ln 2 ln e ln 2 2ln e ln 2 2 1 2 ln 2 2= + = + = + ⋅ = + > ,  

αφού  ln x
1 2 ln1 ln 2 0 ln 2< ⇔ < ⇔ <

ր  άρα ( )2ln 2e 2>  

Επίσης 
xe ln x

2 3 2 2 3 2 2 2 32 3 e e e e e e 2e e e< ⇔ < ⇔ + < + ⇔ < + ⇔
ր ր  

  ( ) ( )ln x
2 2 3ln 2e ln e e⇔ < +

ր   
Άρα  

( ) ( )2 3 22 ln 2e ln e e< < +  
 
Για να ορίζεται η f(x) πρέπει: 
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( ) ( )
x

x 2 x 2

e

x 2 2x 2 x 2

e e 0 e e x 2
και και και

e e eln e e 2 0 ln e e 2

  − > > >   ⇔ ⇔ ⇔    − ≠− − ≠ − ≠   

ր  

( ) ( )x 2 x 2 2

x 2 x 2 x 2
και και και

e 2e lne ln 2e x ln e ln 2e

  > > >   ⇔ ⇔ ⇔ ⇔    ≠ ≠ ≠   
 

( )
( ) ( )( ) ( )( )2ln 2e 2

2 2

2

x 2
και x 2,ln 2e ln 2e ,

x ln 2e

>
 >⇔ ⇔ ∈ ∪ +∞ ≠

 

 
Άρα το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο: 

( )( ) ( )( )2 2A 2,  ln 2e ln 2e ,  = ∪ +∞  
 
∆.2. Για να ορίζεται η ανίσωση πρέπει:y 2 0 y 2− ≠ ⇔ ≠  

Τότε  ( )22 2 y 3 6 y 2y 3 y 36 6 0 0y 2 y 2 y 2
− − −− −≥ ⇔ − ≥ ⇔ ≥ ⇔

− − −
 

  ( )22 2 y 2y 3y 3 6y 12 y 6y 90 0 0y 2 y 2 y 2
≠−− − + − +⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥ ⇔

− − −
 

  ( ) ( )y 2 2y 3 y 2 0
≠

⇔ − − ≥  
 
Οι ρίζες των παραγόντων του γινοµένου είναι οι y = 3, y = 2 και για το 
πρόσηµο των παραγόντων έχουµε: 
 
 y -∞                        2                             3                       +∞ 
(y – 3)2 + + + 
y – 2  – + + 
(y – 3)2(y – 2)  – + + 
 
Τότε ( ) ( ) y 22y 3 y 2 0 y 2

≠

− − ≥ ⇔ >  δηλαδή ( )y 2,∈ +∞  
 

��
��

��

��
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∆.3. α) Έχουµε αποδείξει από το ∆.1. ότι ( ) ( )3 2 2ln e e ln 2e+ >  
άρα το ( )( )2

0x ln 2e ,∈ +∞  που είναι υποσύνολο του πεδίου ορισµού Α 
της f. 

Τότε  ( ) ( )
( )

( )

( )

3 2

0 ln α

3 20

2
ln e e2 2x 2

e α

0 x 2 ln e e 2

ln e e 3ln e e 3
f x

ln e e 2 ln e e 2

+

=

+

  − −  − −      = = = − − − −  
 

  ( )
( )

( )2 23 2 2 3

33 2 2

ln e e e 3 ln e 3
ln e 2ln e e e 2

 + − − − = = =−+ − −  

  ( ) ( )2 23ln e 3 3 1 3 9 3 6 6
3ln e 2 3 1 2 3 2 1

− ⋅ − −
= = = = =

− ⋅ − −
 

 
β) Αρκεί να αποδείξουµε ότι για κάθε ( )( )2x ln 2e ,∈ +∞  είναι 

( ) ( )0f x f x≥  

Είναι ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2x 2

0 x 2

ln e e 3
f x f x f x 6 6

ln e e 2

 − − ≥ ⇔ ≥ ⇔ ≥− −  

Θέτουµε  
( )x 2ln e e y− = , 

οπότε: 
2 (∆.2.)y 3 6 y 2y 2
− ≥ ⇔ >
−

 

( )x 2ln e e 2⇔ − >  
x 2 2e e e⇔ − >  
x 2e 2e⇔ >  

( )ln x
x 2ln e ln 2e⇔ >

ր  
( )2x ln e ln 2e⇔ >  

( )2x ln 2e⇔ > , που ισχύει.  
Το ( )0f x  δεν είναι ελάχιστο της συνάρτησης γιατί, από την παραπάνω 
απόδειξη, η σχέση ( ) ( )0f x f x≥  αληθεύει µόνο στο διάστηµα 

( )( )2ln 2e ,+∞  και όχι σε όλο το πεδίο ορισµού της συνάρτησης. 


