
      

 

    

 
 

ΟΕΦΕ – 2002 

 

ΘΕΜΑ 1
ο
 

Α. Έστω µια συνάρτηση f , η οποία είναι συνεχής στο διάστηµα [ ],α β  µε ( ) ( )f fα β≠ . Να 

αποδείξετε ότι για κάθε αριθµό η  µεταξύ των ( )f α  και ( )f β  υπάρχει ένας τουλάχιστον 

αριθµός ( )0
,x α β∈ , ώστε ( )0

f x η= . 

Μονάδες 5 

Β. Έστω οι αριθµοί , ,α β λ ∈ℝ  µε α β<  και η παραγωγίσιµη στο ℝ  συνάρτηση f . Να 

χαρακτηρίσετε µε σωστό (Σ) ή λάθος (Λ) τις παρακάτω προτάσεις : 

i) Αν για την f  ισχύει το θεώρηµα του Rolle στο διάστηµα [ ],α β , τότε η γραφική 

παράσταση της f  έχει σ’ ένα τουλάχιστον σηµείο της οριζόντια εφαπτοµένη. 

ii) Υπάρχουν [ ]1 2
, ,x x α β∈  µε ( ) ( ) ( )1 2

f x f x f x≤ ≤ , για κάθε [ ],x α β∈ . 

iii) Αν ( ) ( ) 0f fα β⋅ > , τότε η f  δεν έχει ρίζα στο ( ),α β . 

iv) Ισχύει ( )( ) ( )
'

'f x dx f x
β

α
=∫ . 

v) ( ) ( )f x dx f x dxλ λ= ⋅∫ ∫ , για κάθε λ ∈ℝ . 

Μονάδες 10 

Γ. ∆ίνονται οι µιγαδικοί 
1 2
,z z 0≠  και έστω ,Α Β  οι εικόνες τους στο µιγαδικό επίπεδο. Να 

αποδείξετε ότι : 

α. Η εξίσωση 
1 2

z z z z− = −  παριστάνει τη µεσοκάθετο του ευθύγραµµου τµήµατος 

ΑΒ . 

Μονάδες 2 

β. Αν 
2 1

z i z= ⋅  το τρίγωνο ΟΑΒ  είναι ορθογώνιο και ισοσκελές. (Ο  είναι η αρχή των 

αξόνων) 

Μονάδες 3 

∆. Να αποδείξετε ότι αν µια συνάρτηση f  είναι παραγωγίσιµη σ’ ένα σηµείο 
0

x  του πεδίου ορισµού 

της, τότε είναι συνεχής στο σηµείο αυτό. 

Μονάδες 5 

 

ΘΕΜΑ 2
ο
 

∆ίνεται η παραγωγίσιµη συνάρτηση :f →ℝ ℝ , για την οποία ισχύουν :  

( )lim
x

f x
→+∞

= +∞ , ( )lim
x

f x
→−∞

= −∞   

και   ( ) ( )
2

'
1

f x
f x

e
=

+
 για κάθε x ∈ℝ  µε ( )' 0 1f = . 

Α. Να αποδείξετε ότι η f  : 

α.  είναι γνησίως αύξουσα στο ℝ  και να βρείτε το σύνολο τιµών της. 

Μονάδες 3 

β. στρέφει τα κοίλα κάτω στο ℝ . 

Μονάδες 2 

γ.  έχει µοναδική ρίζα την 0x = . 

Μονάδες 2 

 



      

 

    

 
 

Β. Να αποδείξετε ότι : 

α. ισχύει ( ) ( )
2 1

f x
f x e x+ = + , για κάθε x ∈ℝ . 

Μονάδες 4 

β. η f  αντιστρέφεται και να ορίσετε την αντίστροφή της. 

Μονάδες 2 

γ. οι γραφικές παραστάσεις των f  και 1f −
 έχουν κοινή εφαπτοµένη στην αρχή των 

αξόνων. 

Μονάδες 4 

Γ. 

α. Να βρείτε την πλάγια ασύµπτωτη της γραφικής παράστασης  της f  στο −∞ . 

Μονάδες 4 

 

β. Να αποδείξετε ότι η f  δεν έχει πλάγια ασύµπτωτη στο +∞ . 

Μονάδες 4 

 

 

ΘΕΜΑ 3
ο
 

∆ίνεται ο µιγαδικός 2z i≠ −  και θεωρούµε τον ( ) 2

2

z
f z

z i
=

+
. Έστω ρ  το µέτρο και θ  ένα 

όρισµα του µιγαδικού z 2i+ . 

α. Βρείτε τις συντεταγµένες της εικόνας Α  του µιγαδικού 
0

z  στο µιγαδικό επίπεδο, για τον 

οποίο ισχύει ( )0
3f z i= + . 

Μονάδες 3 

β. Να βρείτε συναρτήσει των ρ  και θ , το µέτρο και το όρισµα του µιγαδικού ( ) 2f z − . 

Μονάδες 5 

γ. Αν ( ) 2 2f z − = , να αποδείξετε ότι η εικόνα Μ  του µιγαδικού z  στο µιγαδικό επίπεδο 

ανήκει σε κύκλο C  του  οποίου να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του. 

Μονάδες 7 

δ. Αν ( )( )2
4

Arg f z
π

− = , να αποδείξετε ότι η εικόνα Μ  του µιγαδικού z  στο µιγαδικό 

επίπεδο ανήκει σε µια ηµιευθεία ε . 

Μονάδες 8 

ε. Να αποδείξετε ότι το σηµείο Μ  ανήκει στον κύκλο C  και στην ηµιευθεία ε . 

Μονάδες 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



      

 

    

 
 

ΘΕΜΑ 4
ο
 

∆ίνεται η συνάρτηση :f →ℝ ℝ  µε ( )
2

1

x
f x

x
=

+
 και έστω οι συναρτήσεις ,F G  µε 

( ) ( )1

x

e

F x f t dt= ∫  ,  ( ) ( )
1 2

x

e

f t
G x dt

t
= ∫ , 0x > . 

Να αποδείξετε ότι : 

Α.  

α) ( )1
f f x

x

  = 
 

 για κάθε *x ∈ℝ . 

Μονάδες 2 

β) ( )1
' 1

8
f x− ≤ ≤ , για κάθε x ∈ℝ . 

Μονάδες 6 

Β. Για τους πραγµατικούς αριθµούς ,α β  µε 0 α β< <  ισχύει : 

1 1
f f β α

β α
   − ≤ −  

  
. 

Μονάδες 4 

Γ. Ο τύπος της συνάρτησης g  µε ( ) ( ) ( )g x F x G x= + , 0x >  είναι ( ) ln 1g x x= + , 0x > . 

Μονάδες 4 

∆. Αν η συνάρτηση h  είναι συνεχής στα σηµεία 0,
2

π
 και ( ) ( ) ( )h x F x G xεφ σφ= +  µε 

0
2

x
π

< < , τότε είναι σταθερή στο 0,
2

π 
  

 και να βρεθεί η τιµή της. 

Μονάδες 5 

Ε. Το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων 

( ) ( )' ,f x h x  και την ευθεία 1x =  είναι ίσο µε 
1

2
. 

Μονάδες 4 


